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INTRODUCTION.' '*if 


EMPLOI DES SIGNES ET DES LETTRES COMME MOYEN 

**• » V P ' • M 

d’abréviation et de généralisation. 

* 9 


■ •’ * A.- 


Signes algébriques. 


U 




1. Pour abréger l’écriture et faciliter le raisonnement, 
on est convenu de représenter les quantités par des lettres. 
On a coutume d’affecter les premières lettres de l’alphabet 
a, b, c, ... aux quantités connues, les dernières x, y, z , ... 
aux quantités inconnues. 

On a imaginé aussi des signes pour indiquer les diverses 
opérations de l’arithmétique. 

Le signe +, que l’on prononce plus , indique l’addition. 
Ainsi , 5 plus 5 s’écrit 

5 + 3. 


(*) Ce livre d'introduction renferme les matières des huit leçons 
qui, d’après le programme, doivent être consacrées, dans la classe 
de troisième , à donner aux élèves les premières notions d’alrrèbre. 

1 
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Le signe — , que l’on prononce moins , indique la sous- 
traction. Ainsi , 5 moins 3 s’écrit * 

5 — 3. 

Le signe x, que l’on prononce multiplié par, indique la 
multiplication. Ainsi ,* 5 multiplié par 3 s'écrit 

5x5. 

«. ...» 

Pour abréger encore davantage , lorsque les quantités 
sont représentées par des lettres, on indique letjr produit 
en mettant simplement ceï lettres les unes à* la suite des 
autres et sous-entendant le signe x. Ainsi, le produit 
axbxc s’écrira plus simplement 

, abc ; 

prononcez abc. Le produit kxaxbxt s’écrira 

v 

4 abc] 

prononcez l\abc. 

On indique la div ision par une barre horizontale au-dessus 
de laquelle on écrit le dividende , au-dessous le diviseur. 
Ainsi 5 divisé par 3 s’écrit 

5 

3 

C’est le signe de la fraction en arithmétique. 

On indique la puissance d’un nombre , ou le produit de 
plusieurs facteurs égaux à ce nombre , par un petit chiffre 
placé en haut et à droite et marquant le nombre des facteurs 
ou le degré de la puissance. Ainsi la troisième puissance de 
la quantité a s’écrit 

«*; 

prononcez a trois. Le nombre 5 se nomme exposant. 

On indique la racine parle signe au-dessous duquel 


Digitized by Google 


LIVRE 1. INTRODUCTION. 3 

on écrit le nombre dont on extrait la racine. Ainsi, la ra- 
cine quatrième de la quantité a s’écrit 

)>â. 

V indice du radical , qui est ici 4 » se inet dans l’ouverture. 

dépendant, quand il s’agit de racines carrées, on se dis* 
pense de mettre l'indice a. Ainsi, la racine carrée de a s’écrit 
simplement 

40 » 

On se sert dq signe = , que l’on prpnonce égale , pour 
exprimer l’égalité de deux quantités. Ainsi , 5 plus 3 égale 
8 s’écrit 

5 + 3 = 8. 

Le signe > veut dire plus grand que , le signe < plus 
petit que. Ainsi, 5 plus grand que 5 s’écrit 

5 >3. 

Au contraire, 3 plus petit que 5 s’écrit 
5 < 5. 

On remarquera que ces signes d’inégalité ont la forme 
d’un angle , et que la quantité la plus grande est toujours 
placée du côté de l’ouverture de l’angle. 

Quelques exemples feront bien comprendre l’utilité de 
ces différents signes et le but de l’algèbre. 

Emploi des signes comme moyen d'abrcciation. 

2. Problème I. Partager Ho francs entre trois personnes, 
de manière que la première ail 6 francs de plus que la seconde , 
la seconde 4 francs de plus que la troisième. 

Voici comment on peut résoudre cette question avec les 
seules ressources de l’arithmétique. 
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Il est clair que si l’on connaissait l’une des parts, on ob- 
tiendrait ensuite facilement les deux autres. Cherchons, 
par exemple , la troisième part : la seconde part surpasse 
la troisième de 4 francs ; la première, surpassait la seconde 
de 6 francs, surpasse la troisième de 4 plus 0, c’est-à-dire 
de io francs. La somme des trois parts se compose donc de 
trois fois la troisième part, plus 4> plus io, c’est-à-dire 
plus i4- Mais cette somme est égale au nombre à partager 
5o. Si de 5o nous ôtons 1 4 , le reste 36 sera égal à trois fois 
la troisième part? si nous divisons 36 par 3 , nous aurons la 
troisième part 12 . ^ ^ 

Ainsi, la troisième part est 12 . La seconde, qui la sur- 
passe de 4 francs, est 16 . La première, qui surpasse la 
seconde de 6 francs, est 22 . 

3. Reprenons la même question en écrivant les raison- 


nements au moyen des signes de l’algèbre. 

Nommons la troisième part x , 

la seconde, qui la surpasse de 4. 9era. ... .r -f /, , 

la première , qui surpasse la seconde de 6 , 

sera x 4 + 6. 

Lit somme des trois parts est ôx + i4- 


Mais cette somme doit être égale au nombre à partager 5o, 
ce qui s’écrit 

3æ-)- ià = 5o; 

prononces trois a; plus 14 égale 5o. 

On nomme équation une égalité dans laquelle entre au 
moins une lettre représentant une quantité inconnue. Les 
raisonnements qui précèdent nous ont conduit à l’équation 
3a: -f- 1/1 = 5o. 

11 s’agit maintenant de résoudre cette équation, c'est-à- 
dire dp trouver la valeur de l’inconnue r. 
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Si, de ces deux quantités égales, nous retranchons la 
même quantité 1 4 > il nous reste évidemment deux quan- 
tités égales, 

3x = 5o — i4 = 5ü. 

Enfin , si nous divisons par 5 , nous avons 

. • -V 

36 

# = — = i2. 

o 

La question est résolue, puisqu’il suffit de 1 connaître la 
troisième part pour avoir les deux autres. 

4. Problème II. Partager 167 francs entre quatre per- 
sonnes , de manière que la première ait 2 francs de plus que 
la seconde , la seconde 7 francs de plus que la troisième, et la 
troisième 5 francs de plus que la quatrième. 


Nommons la quatrième part x, 

la troisième sera a; -f 5 , 

la deuxième a; + 5 7 , 

la première . . . . a; + 5 -f 7 -f 2. 


La somme des quatre parts est 4# + 3 i; mais cette 
somme doit être égale au nombre à partager 167, ce qui 
s’écrit 

4r-f 3i = 1G7. 

Pour résoudre cette équation, on opérera comme précé- 
demment. Je retranche 5i des deux côtés, j’ai 
[\x— 167 — 3i = i36. 

Je divise ensuite par 4 , ce qui donne 



Ainsi, la quatrième part est 34 francs, la troisième 
09 francs, la deuxième 46 francs, la première 48 francs. 
On vérifiera que la somme est bien 1(17. 
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5. Problème III. Partager 53 francs entre deux per- 
sonnes , de manière que la première ait un tiers de plus que 
la seconde , plus encore 4 francs. 

Nommons la seconde part x, 

la première sera . . . . x + "t -f- 4* 

Or la somme des deux parts doit être égale à 53 ; on a 
donc l’équation 

X 

ax 4- - 4- 4 = 53. 

5 


Puisque 2 -f - f° ut 2®+ ? font , et l’équation s’é- 
d « o o 

crira plus simplement 

? + 4 = 53. 

Pour résoudre cette équation , nous retrancherons d’a- 
bord 4 de part et d’autre , ce qui donne 

Y = 53 — 4 = 4D- 

Si nous multiplions ensuite par 5 ces deux quantités égales, 
nous avons 

yx = 49 X 3 = 147. 

Enfin , si nous divisons par 7, nous trouvons 

_ »-)7 _ 

7 _ 

Quand on connaît la seconde part 21 francs, en y ajou- 
tant son tiers 7 francs et encore 4 francs, on obtient la 
première part 32 francs. Et effectivement la somme des 
deux parts fait bien 55 francs. 

6. Problème IV. Deux personnes possèdent le même ca- 
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pital. La première place le sien a 5 pour 100, la seconde 
à 5 pour ioo. Le revenu de la première surpasse de 
4 oo francs celui de la seconde. Trouver ce capital. 

Rappelons d’abord ce principe' établi en arithmétique, 
•que pour trouver l’intérêt d’un capital, on multiplie le taux 
de l’intérêt par le capital ét ou divise par ioo. 

Si donc on désigne par x le capital cherché, le revenu 
de la première personne sera 


Sx 

ioo’ 


n. 


celui de la seconde 

3ar ** * . 

I ioo 

Puisque le revenu de la première surpasse celui de la se- 

conde de 4oo francs, on a l'équation 

Sx Sx , , 

= ^ 4oo. 

IOO 100 

Pour résoudre cette équation , nous retrancherons d’a- 
3 æ 

bord de part et d’autre, ce qui donne 


ioo 


Sx Sx 
=- 4 °o, 

100 IOO 


ou , en effectuant la soustraction , 

2X 


= 400. 


Multiplions ensuite par i oo , nous avons 
n = 40000. 
Divisant enfin par 2 , nous trouvons 


40000 

X — = 20000. 

a 


Ainsi le capital cherché est 2 0000 francs. 
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. 5 *. * V 

Vérification, hé capital «oooo francs, glacé à 5 pour 100, 

produit îooo francs de revenu; placira 5 pour ioo, il ne 
pfoduit que fioo francs. Le premier ^revenu surpasse bien 
le second de 4oo francs.» «jfc 

'T 7® wtifik 


K 

Résolution d' 
% 


■ » 

une équation a une inconnue. 


7 . On voit, par cBs exe mples, combien l’emploi des 
lettres et des signes aide l’esprit et facilite le raisonnement, 
te qui précède nous fournit aussi l'occasion de faire quel- 
ques remarques utiles sur la résolution des équations. 

\!fcis avons dit que l’on appelle équation e h algèb re nne 
égalité dans laquelle entre au moins utfe lettre représen- 
tant une inconnue. Les deux quantités égales enlre elles 
sont les deux membres de l’équatibn. Les diverses parties 
séparées les unes des autres par le signe -(- ou par le signe 
— sont les termes de l’équation. 

Il est aisé de voir que l’on peut faire passer lin tenue 
d’un membre dans l’autre; il suffit, pour cela, de l’écrire 
dans l’autre membre eu changeant son signe. Soit, par 
exemple, l’équation 

6x — 7 = i5 -}— ax. 

Si nous ajoutons 7 aux deux membres, c’est-à-dire aux 
deux quantités égales, l’égalité subsiste évidemment et 
l’équation devient 

Gx = iô ax-f- 7. 


Le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre , 
est passé avec le signe + dans le second membre. De 
même, si nous retranchons ax des deux membres, l’équa- 
tion devient 

6x - ax = -f- -, 
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Le terme 2X, qui avait le signe -f- dans le second membre, 
est passé avec le signe — dans le premier. 

Ce principe de la transposition des termes est extrême- 
ment utile ; il remplace les raisonnements et permet d’opérer 
en quelque sorte mécaniquement la résolution des équa- 
tions. On fait passer les termes connus dans un membre , 
les termes inconnus dans l’autre; on réduit et on divise par 
le multiplicateur de l’inconnue. 

Ainsi l’équation précédente est devenue 


% 


Pfr & . 

réduisant, on a 


Gt- 


IX 


= «3 -#- , . 


et, en divisant par 4> 


4 -r = 20, 


20 

4 


X— -~ = j 


. On peut vérifier que 5 est bien la valeur de l’inconnue; 
car, en remplaçant x par 5 dans l’équation proposée, les 
deux membres deviennent tous deux égaux à «3. 


8. Considérons encore l’équation 

8a: — iy = 3x — a. 

On fera d’abord passer le terme 1 7 dans le second membre 
en changeant son signe , ce qui donne 
8x = 5x 1 y — a. 

Mais le terme 5a;, qui est en tête du second membre, n’a pas 
de signe; on procédera comme s’il était affecté du signe + 
et on le fera passer dans le premier membre avec le signe — . 
Car, si des deux membres on retranche 5a; , on a 
8.r — 5a: = ty — a. 

l)’où l’on déduit 

5r = 1 5 , 

• x ~= 5 
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Quand l’équation contient des dénominateurs , on com- 
mence par les faire disparaître en multipliant tous lef 
ternies de l’équation par un nombre convenable. Si l’équa- 
tion ne renferme qu’un seul dénominateur, on muftiplie 
par ce dénominateur. C’est ce que nous avons fait dans les 
problèmes 111 et IV. S’il y a dans l’équation plusieurs dé- 
nominateurs différents, on multiplie par leur produit ou 
plus simplement par leur plus petit multiple. 

» • 

* 

9. Problème V. Trouver un nombre dont le quart, aug- 
menté de 7, égale lès deux tiers, diminués de 3.« 

En appelant x le nombre cherché , on écrira immédiate- 
ment l’équation - • , 

- + 7 = ?î — 3. 

7 3 

Pour chasser les deux dénominateurs 3 et 4 > nous mul- 
tiplierons tous les termes par le produit i» de ces deux 
dénominateurs , ce qui donne 

3x -f- 84 — 8x — 36 , 

Nous remarquons que pour multiplier les deux fractions 

jj 2jj 

7 et — par 1 a, il suffit de multiplier leurs numérateurs par 
4 0 

3 et 4 en ôtant les dénominateurs. 

Par la transposition des termes , l’équation devient 

84+36= 8x — 3x, 


d’où l’on déduit 


5x = 130, 

130 

x = — =34. 


Vérification. — Le quart de 24, augmenté de 7, donne 
>5 -, les deux tiers 16 , diminués de 3 , donnent aussi >3. 
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Mise des problèmes en équations. 

10. La résolution d’un problème comprend deux parties 
distinctes : on met d'abord le problème en équations, c’est-à, 
dire que l’on établit par des équations les relations qui exis- 
tent entre les quantités connues et les quantités inconnues; 
on résout ensuite les équations, c’est-à-dire que l’on cherche 
les valeurs des inconnues qui satisfont aux équations. 
Nous avons indiqué les règles très - simples par lesquelles 

* on résout les équations à une inconnue. La marche à suivre 
pour mettre un problème en équations n’est pas susceptible 
d’être formulée d’une manière aussi nette et précise. Dans 
beaucoup de cas simples , il suffit , après avoir représenté 
les inconnues par des lettres, d’écrire textuellement l’énoncé 
du problème au moyen des signes de l’algèbre-, c’est ce que 
nous avons fait notamment pour le problème V. Mais ordi- 
nairement l'énoncé du problème ne se prête pas à cette tra- 
duction immédiate en langage algébrique; dans ce cas, la 
meilleure règle à suivre, c’est , après avoir bien examiné les 
conditions de l’énoncé et représenté les inconnues par des 
lettres , de raisonner comme si ces lettres représentaient des 
quantités connues et d’écrire les opérations qu’il faudrait 
faire pour vérifier que ces valeurs des inconnues satisfont bien 
à l’énoncé; on arrive ainsi sans grande difficulté aux équa- 
tions du problème. C’est ainsi que nous avons procédé 
pour le problème IV ; nous avons représenté par x le capital 
inconnu et, raisonnant comme si ce capital était connu, 
nous avons écrit que le revenu de la première personne 
surpasse de 4oo francs celui de la seconde. Les exemples 
suivants feront encore mieux comprendre ce précepte. 

11. Problème VI. Deux fontaines coulent dans un bassin; 
la première, coulant seule, le remplit en 4 heures; la seconde , 
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coulant seule , le remplit en 6, heures. Combien de temps les 
deux fontaines, coulant ensemble, mettront-elles à remplir le 
bassin ? 

Désignons par x le nombre d’heures qu’il faut aux deux 
fontaines pour remplir le bassin ; et raisonnons comme si nous 
voulions nous assurer que, dans ce temps x supposé connu, 
les deux fontaines, coulant ensemble, remplissent bien le 
bassin. La première fontaine, coulant seule, remplit le bas- 
sin en 4 heures ; en une heure , elle verse donc ÿ du bassin ; 

4 

en x heures , elle en remplit une fraction marquée par -. 

4 

La seconde fontaine , coulant seule , remplit le bassin en 

A 

6 heures ; en une heure , elle verse > du bassin ; en x heu- 

o 

x 

res, elle en remplit une fraction Dans le temps x , les 

deux fontaines, coulant ensemble, versent donc une quantité 
d’eau représentée par 
. x x 

4 + ïï’ 

en prenant pour unité la capacité du bassin. Mais dans ce 
temps , elles doivent remplir le bassin ; on a donc l’égalité 

X X 

4+5 = - 

Telle est l’équation du problème. 

Pour la résoudre, on fera d’abord disparaître les déno- 
minateurs; on voit de suite que 12 est le plus petit multiple 
des nombres 4 et 6 . O11 multipliera donc par 1 2 tous les 
termes de l’équation, et nous observons que, pour multi- 

jj j* 

plier par 1 1 les deux fractions j et , il suffit de multiplier 
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leurs numérateurs par 5 et par 2 , en ôtant les dénomina- 
teurs. L’équation devient ainsi 


d'où 


Jttx -f- ix — 1 2 ; 
5a? = 1 1 , 



Ainsi il faut 2 heures et 24 minutes aux deux fontaines cou- 
lant ensemble pour remplir le bassin. 

La vérification a lieu effectivement si l’on remplace dans 

l’équation x par sa valeur ; car les deux fractions X r et x 

5 4 o 

deviennent, après simplification, j? et dont la somme 

») •) 

est 1. 


12. Problème VIL Un père a 4« un.< , son fils en a 10. 
Dans combien de temps l'ûge du père sera-t-il triple de Tàge 
du fils ? 

Soitx le nombre d’années cherché. Après ce temps, l’âge 
du père sera 40 + x, l’âge du fils sera 10 -f x. Comme à 
cette époque l’âge du père doit être triple de l’âge du fils, 
on a l’équation 

40 -}-a , = (10 -f- x ) x 3 . 

La parenthèse indique que la quantité i o -f x est multi- 
pliée par 3. 

Pour répéter trois fois la somme 1 0 -+■ x , il suffit évi- 
demment de répéter trois fois chaque partie; l’équation 
devient donc 

40 -J- x = 3o + 5x , 

d’où l’on déduit 

x = 5. 

Ainsi, dans 3 ans l’âge du père sera triple de 'âge du 


/ 
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fils. Et en effet, à cette époque le père aura 45 ans, le 
fils i 5 , et 45 est bien le triple de i 5 . 

13 . Problème VIII. Deux courriers partent au même in- 
stant de deux cilles distantes de 100 lieues et vont à la ren- 
contre lun de l'autre. Le premier fait 5 lieues à l'heure, le 
second en fait 2. Quels chemins les deux courriers parcour- 
ront-ils avant de se rencontrer? 

Le choix de l'inconnue a une grande importance pour 
la facilité des raisonnements et la simplicité des calculs. 
Dans le problème actuel, au lieu de prendre les inconnues 
indiquées par l’énoncé, c’est-à-dire les chemins parcourus, 
nous prendrons une autre inconnue dont les premières se 
déduisent aisément, à savoir le temps pendant lequel mar- 
chent les deux courriers. Soit x ce temps exprimé en 
heures. Le premier courrier, faisant 5 lieues à l’heure, par- 
courra en x heures ox lieues; le second, faisant 2 lieues 
à l’heure, parcourra dans le même temps ix lieues. Mais la 
somme des chemins parcourus doit être égale à la distance 
totale 1 00 lieues. On a donc l’équation ; 

ôx -(- 3 x = 1 00 ; 

d’où l’on déduit 

X = 30 . 

Ainsi les deux courriers se rencontrent après 20 heures 
de marche. Le premier aura parcouru 60 lieues, le se- 
cond 4 o. La somme est bien égale à 100. 

14 . Problème IX. Une montre marque midi ; les deux 
aiguilles, savoir l’aiguille des heures et celle des minutes, sont 
actuellement au même point du cadran. On demande dans 
combien de temps et en quel point dit cadran l'aiguille des 
minutes rencontrera celle des heures. 

Le cadran d’une montre est divisé en 60 parties égales. 
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Dans une heure, l’aiguille des minutes parcourt les 60 di- 
visions du cadran, tandis que celle des heures n’en par- 
court que 5 . Prenons l’heure pour unité de temps et appe- 
lons x le temps cherché ; dans le temps x , l’aiguille des 
heures parcourt 5 x divisions, et l’aiguille des minutes 60#; 
mais, après ce temps l’iiguille des minutes, ayant rejoint 
l’aigliille des heures , a parcouru le tour du cadran, c’egt-à- 
. dire 60 divisions, plus 5 x divisions. On a donc l’équation 


d’qù l’on déduit 

* 60 

: 55 : 


Gox = 60 -f- 5 x; 

1 1 '» ni s* 

— = i h 5 œ -| = i h 5“ 27 * 4-- • 

11 11 11 


Ainsi, la première rencontre aura lieu à î 1 5 " 27* et une 
« fraction ^ de seconde. 

La deuxième rencontre aura lieu après un temps égal, 
c’est-à-dire à a h io m -{- |f"; la troisième, encore après un 
temps égal, c’esU-à-dire à 5 h iG m -(- etc. La onzième ren- 
contre aura lieu à minuit , après un intervalle de 1 2 heures. 


15. Problème X. Le soleil s'avance chaqxxejour de l'ouest 
à l'est de 59' 8", 1 9, la lune de 1 5° 1 0' 34", 89. La lune est ac- 
tuellement en conjonction avec le soleil. On demande dans 
combien de temps elle reviendra en conjonction. 

On dit que la lune est en conjonction avec le soleil quand 
ces deux astres sont en ligne droite avec la terre et d’un 
même côté de la terre. C’est le moment de la nouvelle lune. 
Prenons pour unité de temps le jour et appelons x le temps 
cherché. Réduisons les arcs en secondes. Le soleil décri- 
vant 5548", 19 par jour, décrira 3548'', 19X1 en x jours; la 
lune décrivant 4/434", 89 par jour, décrira 47434", 89 X x 
secondes dans le même temps. Mais la lune , ayant rejoint 
le soleil , a décrit dans le ciel une circonférence entière , 
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c’est-à-dire 56iaü'§bu 1296000', plus l’arc décrit par le so- 
leil. On a donc l’équation ' 


# 47434'89 r = « 396000 + 3548, îpr. 

On en déduit : 


Ce temps est ce qu’on appelle la durée de la révolution 
syndique de la,lunef, ou le mois lunaire. . 

16 . Problème XI. Combien faut-il mélanger de vin «à 
45 centimes le litre et de vin à 55 centimes pour faire 
i5o litres dejnxèlange à 4o centimes le litre? ‘ 


Appelons x la quantité du premier vin qu’il faut mettre 
dans le mélange; celle du second vin sera i5o — x. 

Un litre du premier vin coûtant 45 centimes, x litres ■% 
coûteront 45x centimes ; de même 1 5o — x litres du se- 
cond vin coûteront 55(i5o — x) centimes.. Mais puisqu’ mj 
litre du mélange doit revenir à 4» centimes le litre, le méç 
lange entier doit coûter 4« X t5o ou 6ooo r . Ou a donc 
l’équation 

45 j* + 35 (i 5 o — x ) =6000, 


en prenant le centime pour unité. 

Multiplier 55 par i5o — x revient à le répéter i5o fois 
moins x fois, ce qui donne 55 x i5o ou 4 q5o moins 53x. 
L’équation devient donc 

45x + 4950 — 35x = 6000 , 

d’où l’on déduit 

io5o „ 

x = = 87, j litres. 

IQ 


En retranchant ce nombre de 100, on a ce qu’il faut 
prendre du second vin. Ainsi on mélangera 87,5 litres du 
premier vin avec 6a, 5 du second. 
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17. Problème XII. On a un lingot d’argent pesant 
i‘i45 grammes au titre 0,87. Combien faut-il y ajouter d’un 
second lingot au titre 0,95 pour en élever le titre à 0,90? 

On appelle titre d’un lingot d’or ou d’argent la quantité 
d’or ou d’argent pur que renferme un gramme du lingot. 
Appelons x la quantité du second lingot qu’il faut ajouter 
au premier. I.e lingot, formé de l’alliage des deux pre- 
miers, pèsera 1245 + x grammes. 

Un gramme du premier lingot contenant 0,87 d’argent 
pur, 1245 grammes contiendront 0,87 x 1245 ou 1080, i5. 
Un gramme du second lingot contenant 0,9a d’argent pur, 
x grammes en contiendront 0,9a xx. Mais le troisième lin- 
got, pour être au titre 0,90 et peser 124a + x grammes, 
devra contenir 0,90(1245+ x) d’argent pur. On a donc 
l’équation 

io83,i5 + 0,90# = 0.90(1 34a + x). 

Si l’on multiplie par 100 les deux membres, l’équation 
devient 

io8âiâ +g5a:= 90(1345 + x), 

ou ' 

1 o85 1 à + q 5 x = 1 1 soào + 90X. 

On en déduit 

x = 747 grammes. 

18. Problème XIII. D’après Vitruve, la couronne du roi 
Hièron pesait 7465 grammes cl perdait dans l’eau 467 
grammes. On sait que l’or perd dans l'eau les 52 millièmes de 
son poids, que l’argent en perd les 95 millièmes. Déterminer 
les quantités d’or et d’argent qui entrent dans la composition 
de la couronne. 

On raconte que le roi Hiéron de Syracuse avait fait re- 
mettre à un orfèvre une certaine quantité d’or pour en faire 
une couronne. Le travail achevé, la couronne avait bien le 

2 
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poids voulu ; mais le roi, soupçonnant l’orfèvre d’avoir gardé 
une partie de l’or et de lui avoir substitué un égal poids 
d’argent , consulta Archimède sur le moyen de découvrir la 
fraude sans endommager la couronne. Un jour qu’ Archi- 
mède était aux bains , la solution du problème se présenta 
tout à coup à son esprit. On dit que, transporté de joie, 
il s’élança hors du bain , et , oubliant qu’il était nu , il tra- 
versa les rues de Syracuse en criant : J’ai trouvé , j’ai trouvé 
(tupTjjta, tupqxa). 

Le moyen imaginé par Archimède repose sur ce principe 
de physique trouvé par lui , savoir : que tout corps plongé 
dans l’eau y perd une partie de son poids égal au poids du 
volume d’eau déplacé. Il consiste à déterminer par deux 
expériences préliminaires combien l’or, plongé dans l’eau , 
perd de son poids , et combien perd l’argent ; puis à déter- 
miner de la même manière combien perd la couronne plon- 
gée dans l’eau et à comparer ce résultat au précédent. 

Un gramme d’or perdant o,o 5 « dans l’eau , "465 grammes 
d’or perdent 0,002 X7465 ou 388 , 1 8. Si la couronne était 
d’or pur, plongée dans l’eau, elle perdrait donc 588 , 1 8 ; 
mais elle perd 467 grammes; ceci annonce qu’il entre dans 
sa composition un métal, comme l’argent, moins dense 
que l’or. 

Appelons ce la quantité d’argent introduite par l’orfèvre; 
la quantité d’or sera 7405 — x. Un gramme d’argent per- 
dant 0,09.5 dans l’eau, x grammes perdront 0,095 x. De 
même 7465 — ce grammes d’or perdront 0,052(7465 — ce). 
La perte éprouvée par les deux quantités d’or et d’argent 
devant être égale à la perte 467 grammes éprouvée par la 
couronne (on suppose que l’alliage des deux métaux a 
lieu sans contraction ni dilatation) , 011 a l’équation 
0,095# -f- 0,002(7465 — x) = 467. 
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En faisant la multiplication indiquée par la parenthèse, 
cette équation devient 

o,og5x -)- 388, 1 8 — o,o52x=46”, 

o,o 43 x= 78,8a, v '\ 

d’où l’on déduit 

x = i835 grammes. 

Ainsi l’orfèvre avait substitué i835 grammes d’argent à 
un éjfal poids d’or. 

19. Jusqu’ici lious n’avons résolu que des problèmes à 
une inconnue. Nous allons donner quelques exemples de 
problèmes à plusieurs inconnues. 

Problème XIV. Pour payer ses ouvriers sur le pied de 
3 francs chacun, il manque 8 francs à celui qui les fait tra- 
vailler .Mais s'il ne leur donnait que ‘2 francs chacun, il lui 
resterait 5 francs. Quelle est la somme d'argent et le nombre 
des ouvriers ? 

Désignons par x le nombre des ouvriers et par y la 
somme d’argent. Pour donner 5 francs à chacun, il fau- 
drait 5x francs, mais comme il manque 8 francs, on a 
l’équation 

y ~ ôx — 8. 

Pour donner 2 francs à chacun, il faut ux francs, et comme 
il reste 5 francs, on a l’équation 

y = ax -f 3. 

On a ainsi deux équations à deux inconnues. 

Si , dans la seconde équation , nous remplaçons y par la 
quantité égale 5x — 8 donnée par la première, nous obte- 
nons une équation à une seule inconnue 

3x — 8 = "xx + 5 , 


I 


à 
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d’où nous déduisons, en la résolvant par le procédé ordi- 
naire 

x~\\. 

l!ne fois la valeur de x trouvée , on obtient celle de y en 
remplaçant x par sa valeur 1 » dans l’une des deux pre- 
mières équations , ce qui donne 

y — 25. 

Ainsi il y a 1 1 ouvriers, et la somme d’argent est a 5 francs. 

20. Problème XV. Deux sources , qui* coulent unifor- 
mément, ont rempli ensemble un réservoir de 18 tnèlres 
cubes, en coulant l'une pendant 7 heures, l'autre pendant 

2 heures. Les deux mêmes sources ont rempli un second 
réservoir de 22 mètres cubes , la première coulant pendant 

3 heures, la seconde pendant 5 heures. On demande quelle 
est la dépense de chacune de ces sources. 

Prenons pour unité de volume le mètre cube et appelons x 
et y les volumes d’eau que fournissent les deux sources par 
heure. La quantité d’eau versée par la première en 7 heures 
est -jx, celle versée par la seconde en 2 heures est ay ; le 
premier réservoir ayant été rempli de cette manière , on a 
l’équation 

?x -f- ay = 18. 

De même 5 x et 5y sont les quantités d’eau versées par les 
deux sources en 3 heures et en 5 heures ; le second réser- 
voir ayant été rempli de cette façon , on a la seconde équa- 
tion 

ôx -f- 5y = 22. 

Pour résoudre ces deux équations , tirons de la première la 
valeur de y, comme si x était connue, ce qui donne 

18 — ’TX 

y— ; 

*.t 1 * 
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et substituons cette valeur à la place de y dans la seconde 
équation , nous aurons l’équation 


3x 



qui ne renferme plus qu’une seule inconnue x. 

Si l’on multiplie par 5 le numérateur de la fraction , cette 
équation devient 

, 9° — 55x 
= 21; 

3 

1 ... 

en chassant le dénominateur et résolvant, on trouve 



Pour avoir ensuite la valeur de y , on remplacera x par 
sa valeur dans l’ équation 


ce qui donne 



100 



On vérifierait que les nombres fractionnaires — et 

*9 2<J 


mis à la place de x et y , satisfont bien aux deux équations 
du problème. Si l’on réduit en décimales, on trouve que 
les deux sources dépensent par heure, la première i586 li- 
tres, la seconde 5448 litres, en négligeant les fractions de 
litres. 


Résolution de deux équations à deux inconnues. 

21 . Remarquons la méthode que nous avons suivie pour 
résoudre deux équations à deux inconnues. Nous avons tiré 
de l’une des équations la valeur de l’une des inconnues, par 
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exemple de y, comme si l’autre x était connue, et nous 
avons substitué cette valeur dans l’autre équation; nous 
avons obtenu, de la sorte, une équation à une seule in- 
connue x, que nous avons résolue par le procédé ordi- 
naire. 

Appliquons encore cette méthode à quelques exemples. 
Soient les deux équations 

jx — 5 y ±s 1 4 , 

:x + Gy — 4o. 

De la première, en faisant passer le terme 5y dans le second 
nombre, le terme 14 dans le premier, et divisant par 5, 
on tire 



Substituons cette valeur à la place de y dans la seconde 
équation, nous aurons l’équation à une inconnue 


5x — 14 
7x-f O — - 

O 


40. 


Ici le diviseur 3 disparait , à cause du multiplicateur 6 , et 
l’équation devient 


ou 

d’où 


7-r-f- 2(5 x— »4) = 4 °, 
7 X-j- îo.r — 28 = 4° 5 

x = 4. 


En portant cette valeur de x dans l’équation 


on trouve 



y = a. 


Vérification. Ces deux valeurs 4 et 2 , mises h la place de 
x et de y, rendent les deux première membres des équa- 
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tions proposées égaux respectivement à i4 et à 4o, et les 
équations sont satisfaites. 

Soient encore les deux équations 

i3x— gy= 17, 

1,1a; — i5y = 7. 

De la première , résolue par rapport à y, nous tirons 
i3x — 17 

1 »=— ■ i 

Si, afin d’éviter le signe — devant le terme en y dans la 
'seconde équation, on fait passer ce terme dans le second 
membre , cette équation devient 

ux = 7 + »5y; 

en substituant à la place de y sa valeur déduite de la pre- 
mière équation , on a 

i5(i3x— 17) 

1 ix = 7 -f- -• 

9 

On peut simplifier en divisant par 5 le numérateur et le 
dénominateur de la fraction, ce qui donne 

5(i3x — 17) 

..*=;+ g . 


ou 


nx = 7- 


(Î5x — 85 


Multiplions par 3 , l’équation devient 

33x=ai-f-65x — 85, 

d’où l’on tire 

x — 2. 

Cette valeur, portée dans l’équation 


V- 


donne 


9 

y=i. 
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Nous verrons plus tard que la précaution que nous avons 

prise de faire passer le terme 1 5y dans le second membre , 

afin d’éviter le signe — , n’est pas nécessaire. 

• 

22. Problème XVI. On a formé trois mélanges de froment , 
de seigle et d'orge. Le premier contient 10 mesures de froment , 
3o de seigle et 20 d’orge. Il revient à 2^0 francs. Le second 
contient 12 mesures de froment , i5 de seigle , et 6 d’orge ; il 
revient à 108 francs. Le troisième contient 4 mesures de fro- 
ment ,10 de seigle et 5 d’orge , et revient 075 francs. Quel est 
le prix de la mesure de froment , de seigle et d’orge? • 

Appelons x, y, 2, ltvprix d’une mesure de chaque denrée. 
Une mesure de froment valant x francs, 10 mesures vau- 
dront 10 fois plus, c’est-à-dire iox; ainsi la quantité de 
froment contenue dans le premier mélange coûtera 1 ox ; 
de même la quantité de seigle coûtera 3oy, la quantité 
d’orge 202 ; comme le mélange coûte 200 francs , on a l’é- 
quation 

1 ox -f- 3oy -f- aoï = s3o. 

On obtiendra de même les équations 

i2x-f i5y4-G*= i38, 

4 x+ioy-f 5 s= 7a. 

Nous remarquons d’abord que l’on peut simplifier la pre- 
mière équation en divisant tous ses termes par 10, et la 
seconde en divisant tous ses termes par 5, de sorte que ces 
trois équations s’écrivent 

x+ 5y-f 22 = 23, 

‘\t .- f 5y + 22 = 40, 

4y-(- 10x4-52 = 75. 

H s’agit de résoudre ces trois équations à trois inconnues. 
La méthode est la même que celle que nous avions suivie 
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pour deux équations à deux inconnues. De la première 
équation résolue par rapport à x, comme si on connaissait 

y et z , on tire *. 

x = a3 — 3y — a z. 

t > 

i 

Si nous mettons à la place de x cette valeur dans les deux 
autres équations, nous obtiendrons deux équations à deux 

inconnues i * ?*** 

4(a3 — 3y — az)-f 5ÿ+aî = 46, 

4(a5 — 3ÿ — a:)-|- 1 01 / -f- 5s = 75 . 

Ces équations , simplifiées , s'écrivent 

7 y4-G* = 46, 
ay + 3 17. 

De la dernière, nous tirons 

t 

17 — a y 
3 ’ 

substituant dans la précédente , nous avons une équation 
à une inconnue 

7y + 6^ = 46, 

plus simplement 

7ÿ + a(i7— ay) = 46 , 

d’où 

ÿ = 4- 

En portant cette valeur de y dans l’équation 

«7 — ay 

3 — » 

o 

on trouve 


En portant ces valeurs de y et de z dans l’équation 
x = aô — ôy — a z, 

V. = ô. 


on trouve enfin 
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Ainsi la mesure de froment coûte 5 francs, celle de seigle 
4 francs, celle 'd’orge 5 francs. 

Emploi des lettres comme moyen de généralisation. 

\ 

23. Nous avons expliqué la formation d’une écriture 
abrégée qui facilite beaucoup le raisonnement et qui con- 
stitue, en quelque sorte, la langue des mathématiques. 
Elle présente un autre avantage non moins important, qui 
est de généraliser la solution des problèmes. Il suffit, pour 
cela, de représenter par des lettres, non-seulement les 
quantités inconnues, mais encore les quantités connues, et 
nous avons déjà dit qu’afin d’éviter la confusion on se sert 
des premières lettres de l’alphabet pour les quantités con- 
nues, des dernières pour les quantités inconnues. De cette 
manière les raisonnements portent non plus sur des nom- 
bres particuliers, mais sur des quantités quelconques, et 
l’on résoud ainsi , à la fois , toutes les questions de même 
espèce. Quelques exemples feront bien comprendre cette 
nouvelle propriété de l’algèbre. 

24. Reprenons le problème I. Partager 5o francs entre 
trois personnes , de manière que la première ait <i francs de 
plus que la seconde , la seconde 4 francs de plus que la 
troisième. 

Nommant x la troisième part, nous avons dit que les 
deux autres parts sont exprimées par a 5 + 4 eta; + 4 + 6; 
écrivant que la somme des trois parts est égale à 5o, nous 
avons obtenu l’équation 

'ôx-\- i4 = 5o. 

que nous avons résolue et d’où nous avons déduit 

X— 12. 
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Si l’on change les nombres qui entrènt dans l’énoncé du 
problème, si l’on demande, par exemple, de partager 
64 francs entre 5 personnes, de manière que la première 
ait 5 francs de plus que la seconde, la seconde 7 francs 
de plus que la troisième, il est clair qu’il faudra recom- 
mencer exactement les mêmes raisonnements. 


Ainsi, nommant la troisième part x, 

la seconde sera a: 7 , 

la première x 4- 7 -j- »• 


Écrivant que la première des trois parts est égale au 
nombre à partager 64, on aura l’équation 

Sar-f- 19 = 64, 

que l’on résoudra de la même manière, et d’où l’on dé- 
duira 

OC — 1 i) • 

On a dû naturellement se demander si on ne pourrait 

pas résoudre à la fois toutes les questions de ce genre, de 
manière qu’on 11e soit pas obligé de recommencer les mêmes 
raisonnements dans chaque exemple particulier. Or, ceci 
est bien facile. Représentons par la lettre a la somme ît 
partager, par b l’excès de la première part sur la seconde, 
par d’excès de la seconde sur la troisième, et raisonnons 
sur ces lettres comme sur des nombres donnés. 


Nommant la troisième part x, 

la seconde sera a; + c , 

la troisième x 4- c + b. 


Écrivant que la somme des trois parts est égale au nombre 
à partager a , nous aurons l’équation 

.\r-l-ac-(-6 = a. < * 
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Retranchons des deilx membres les quantités l> etac, l’é- 
quation devient ? 

.ix — a — b — zc; 


divisant par 3, nous avons 
1 ; 


a — b — ac 


■* 

V 


C’est là ce que l’on appelle une formule. Elle indique 
quelles opérations il faut effectuer sur les quantités connues 
pour en déduire la valeur de l’inconnue. Cette formule dit 
que pour trouver la troisième part il faut, du nombre à 
partager a , retrancher l’excès b de la première part sur 
la seconde et deux fois l’excès c de la seconde sur la troi- 
sième, puis diviser le résultat par 5. 

Quand on veut appliquer à un exemple, on remplace 
dans la formule les lettres par leurs valeurs particulières et 
l’on effectue les calculs. Ainsi, dans le premier exemple, 
on fera a = 5o , b — 6 , c — 4 ; la formule donne 

5 o — C - 4X2 
x= ; 

J 

d’où , en effectuant les calculs 

x — ia. 

C’est bien la valeur trouvée directement. 

2o. Généralisons, de la même manière, le problème VIII» 
et pour cela représentons par a la distance des deux villes, 
par b la vitesse du premier courrier, c’est-à-dire le nombre 
de lieues qu’il parcourt en une heure, par c la vitesse du 
second. Nous prendrons encore pour inconnue le temps 
pendant lequel marchent les deux courriers jusqu’à leur 
rencontre. Nommons x ce temps. Le premier courrier, fai- 


Digitized by Googli 


LIVRE 1. INTRODUCTION. 


Üî) 


sant b lieues à l’heure, parcourra en x heures bx lieues; le 
second , faisant c lieues à l’heure , parcourra, dans le même 
temps, c . t lieues. Mais la somme des chemins parcourus par 
les deux courriers doit être égale à la distance totale « lieues. 
Nous avons donc l’équation 

% 

bx-\-cx=a, 

que l’on peut écrire 

(b-\-c)x=a, 


la parenthèse indiquant que la quantité b + c est multi- 
pliée par x. En divisant les deux membres de l’équation 

par b -\- c , on a , 

« 


Cette formule dit que, pour trouver après combien 
d’heures a lieu la rencontre, il faut diviser la distance des 
deux points de départ par la somme des chemins que par- 
courent les deux courriers en une heure. 

On l’appliquera à l’exemple considéré, en faisant a = 1 oo, 
6 = 3 , c = a , ce qui donne 


100 IOO . . 

5 -4- a à 

t 

2ô. Généralisons encore le problème Vil, que nous po- 
serons ainsi : L’âge d’un père est a années, l’âge du fils b. 
Dans combien de temps l’âge du père sera-t-il n fois l’âge 
du fils? 

Désignons par x le nombre d’années cherché. Après ce 
temps l’âge du père sera a + x , l’âge du fils + x. Comme 
t l’âge du père doit être n fois l’âge du fils , on a l’équation 


ou 


a-\-x= (6-î-x) Xn> 

a ;-x— nlt-\ nx. 
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Parla transposition des termes, cette équation devient 

a — nb = nx — x, 
ou 

a — nb = xX (n — i); 

d’où l’on déduit 

a — nb 

. • x— . 

n — i 

Si l’on applique à l’exemple considéré, on fera a = 4o* 
b — 10, n = 5 ; la formule donne 

4o — io x 3 4°~'> 0 


27. Cette introduction suffit, je pense, pour faire com- 
prendre au lecteur le but de l’algèbre, et pour lui donner 
une idée de la méthode à laquelle les mathématiciens ont 
donné le nom d’analyse. Elle offre d’ailleurs l’avantage de 
mettre les commençants en état de résoudre immédiatement 
un grand nombre de questions ; nous en proposons ici quel- 
ques-unes comme exercices. Nous allons maintenant revenir 
sur nos pas et exposer en détail et avec ordre le mécanisme 
du calcul algébrique. 


Questions à résoudre. 

Problème XVII. Trois personnes ont ensemble m ans, 
la deuxième a 8 ans de plus que la plus jeune ; la troisième 
a autant que les deux autres. Quel est l’âge de chacune 
d’elles ? 

Réponse. La plus jeune a a4 ans, la deuxième 3s , la 
troisième 56. 

I 

Problème XVIII. Faire 53 francs avec 16 pièces de 2 et 
de 5 francs. 

Réponse. On prendra 9 pièces de 2 francs et 7 de 5 francs. 
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Problème XIX. Un homme, en arrivant à Paris, a dé- 
pensé le premier jour le J de son argent, le second jour 
le { , le troisième jour le J ; il ne lui reste plus alors que 
26 francs. Combien avait-il d’argent? 

Réponse. 120 francs. 

Problème XX. Quelle est la fraction , telle que, si l'on 
ajoute 1 à son numérateur, elle devienne égale à J , et si l’on 
ajoute 1 à son dénominateur, elle devienne égale à 1 ? 

Réponse. 

Problème XXI. Un bassin est alimenté par deux tuyaux 
de conduite. Dans une première expérience, le premier 
ayant été ouvert pendant 4 heures, le second pendant 
5 heures, on a obtenu 4o mètres cubes d’eau. Dans une 
seconde expérience , la première ayant été ouverte pendant 
G heures , la seconde pendant 3 heures et demie , on a ob- 
tenu 5o mètres cubes. Quelle est la quantité d’eau que 
chaque tuyau fournit en une heure ? 

Réponse. Le premier tuyau dépense 6875 litres d’eau 
par heure, le second 25oo. , 

Problème XXII. Une personne a des jetons dans ses deux 
mains. Si elle en passe un de la droite dans la gauche, il y 
en a autant dans les deux mains. Mais si elle en passe un 
de la gauche dans la droite , celle-ci en contient le double. 
Réponse. La main droite contient 7 jetons , la gauche 5. 

Problème XXIII. Une personne a décidé dans sog tes- 
tament que sa fortune serait distribuée entre quatre per- 
sonnes , de manière que la deuxième ait deux fois autant 
que la première, la troisième autant que les deux pre- 
mières, et la quatrième autant que la deuxième et la troi- 
sième. La fortune totale s’élève à 1 1000 francs. Quelle est 
la part de chacune d’elles? 




mi,-* 
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Réponse. La première aura 1000 francs, la deuxième 
2000, la troisième ôooo et la quatrième 5 ooo. 

Problème XXIV. Trouver le nombre dont le double 
ajouté à 24 surpasse autant 80 que 100 surpasse ce nombre. 

Réponse. 5 a. 

Problème XXV. Partager 75 en deux parties telles que 
5 fois la plus grande surpasse 7 fois la plus petite de i 5 . 

Réponse. Ces deux parties sont 54 et 2 1 . 

Problème XXVI. De deux tonneaux égaux , après avoir 
tiré de l’un 45 litres et de l’autre i 5 o, il reste deux fois 
plus de vin dans le premier que dans le second Combien 
chaque tonneau contenait-il de litres? 

Réponse. a 55 litres. 

Problème XXVII. Un maître ayant proposé 12 problèmes 
à son élève, convient de lui donner a 5 centimes pour chaque 
problème résolu, à la condition que l’élève payera 10 cen- 
times pour chaque problème non résolu. Le compte fait , 
le maître doit à l’élève 1 fr. 20 c. Combien celui-ci a-t-il 
résolu de problèmes? 

Réponse. L’élève a résolu 7 problèmes. 
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LIVRE II. 


CALCUL ALCÉBMQUE. '*> 


Définitions. 

28. Toute expression algébrique indique une série d’opé- 
rations à effectuer sur des quantités représentées par des 
lettres. L’expression est un polynôme si elle est composée 
de plusieurs parties séparées les unes des autres par le 
signe -f- ou par le signe — . Ces diverses parties sont les 
termes du polynôme. Dans le cas contraire , c’est un 
monôme. 

On donne spécialement le nom de binôme à tout poly- 
nôme composé de deux termes, celui de trinôme à tout 
polynôme composé de trois termes , etc. 

Ainsi les expressions 

5a 3 fcV, l /a'-ffo 1 

n + b 

sont des monômes. 


(*/ La première leçon du programme pour la classe de seconde 
contient le paragraphe suivant : Emploi des lettres et des signes 
comme moyen d'abréviation et de généralisation. Nous avons traité 
cette question avec beaucoup de développement dans le livre d'in- 
troduction. Nous y renvoyons le lecteur, en lui indiquant spéciale- 
ment les n“* s , à, , î'j. 

3 
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Les expressions 

3a’ — 5 ab. a-j- 4 \/ai, ?a — ~ 

a — b 

sont des binômes. 

Les expressions 

a* — 2ai)-f-36*, aa-f-Sl/a/» — 5b 
sont des trinômes. 

L’expression 

a* — 3 a’b -f- 5 a'b* — yab 3 — 26 * 
est un polynôme à cinq termes. 


29. Une expression algébrique qui ne contient pas le 
signe \/ est dite rationnelle ; par opposition , elle est 
dite irrationnelle si elle contient le signe J/ . 
L’expression 

4*1* — 5 fc 1 > 

a-\-b 

est rationnelle, mais l’expression 

a-f- l/ab 

est irrationnelle. 


30. Une expression rationnelle est entière si elle ne con- 
tient pas le signe de la division ; elle est fractionnaire si 
elle le contient. 

L’expression 

o* — ictb -|- b * 


est un polynôme entier. 
L’expression 


« + *=*- 4 * 

ic 


est fractionnaire. 
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31 . Tout monôme entier est de la forme 

ya*b*c. 

Prononcez sept a trois b deux c. Il faut distinguer dans 
ce monôme les lettres a, b, c qui le constituent, les expo- 
sants 5, 2, î dont ces lettres sont affectées (la lettre c, qui 
n’a pas d’exposant , est censée affectée de l’exposant i ; 
et eu effet, la quantité c est la première puissance de c) et 
le multiplicateur 7 placé au commencement. Ce multipli- 
cateur porte spécialement le nom de coefficient, il indique 
que la quantité a’&’c est répétée 7 fois. 

Le monôme 

a’fdc , 

qui n’a pas de coefficient, est censé avoir le coefficient 1 ; 
en effet, on a ici une fois la quantité a 3 ô s c. 

32. On appelle degré d’un monôme entier par rapport 
à une lettre l’exposant de cette lettre ; degré par rapport à 
plusieurs lettres la somme des exposants de ces lettres. 

Ainsi le monôme * 

ya’i’c 

est du troisième degré par rapport à a, du second degré 
par rapport h. b, du premier degré par rapport à c. 11 est 
du cinquième degré par rapport aux deux lettres a et b , 
du sixième degré par rapport aux trois lettres a, b, c. 

On appelle degré d'un polynôme par rapport à une 
lettre le degré du terme dans lequel cette lettre est affectée 
du plus fort exposant. Ainsi le polynôme 

5x* — ^x'-^-Zx — G 

est du troisième degré par rapport à x. 

Lorsque tous les termes d’un polynôme sont du même 
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3<i 

degré par rapport aux différentes lettres qu’il renferme , 
on dit qu’il est homogène. Ainsi le polynôme 

aa 1 — 5a*6 -|-4aô ! — <56 s 

est homogène et du troisième degré , parce que tous ses 
termes sont du troisième degré par rapport aux deux 
lettres a et b qui entrent dans ce polynôme. 

Un terme qui ne, contient pas une lettre est regardé 
comme étant du degré o par rapport à cette lettre. Ainsi 
le premier terme 2 a 1 , qui ne contient pas la lettre b , sera 
du degré o par rapport à b. Le dernier, qui ne contient 
pas la lettre a, sera du degré 0 par rapport à a; de cette 
façon, on peut dire que dans tous les termes la somme 
des exposants égale 5. 

33. Un polynôme indique une série d’additions et de 
soustractions à effectuer. 

Ainsi le polynôme 

a -j-b — c-j-d — e — f 

indique qu’il faut ajouter la quantité a , puis la quantité b , 
ensuite retrancher r, ajouter d, retrancher e et encore f. 

Les termes affectés du signe -f sont dits positifs; les 
termes affectés du signe — sont dits négatifs. Le terme a, 
qui, placé au commencement, 11 ’a pas de signe, est po- 
sitif, et doit être considéré comme affecté du signe 

Il est évident que la série des opérations indiquées par 
un polynôme revient à ajouter la somme des termes positifs 
et à retrancher la somme des termes négatifs. 

Pour éclairer ceci par un exemple, supposons que le 
polynôme représente les opérations d’un négociant dans 
le courant de la journée , les termes positifs étant les re- 
cettes, les termes négatifs les dépenses. Au commence- 
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ment de la journée , le négociant avait en caisse une cer- 
taine somme d'argent ; i\ a fait d'abord une recette a et 
une seconde recette b; puis il a payé c; après quoi il a 
reçu d, il a payé e et encore f. Il est évident qu’à la fin 
de la journée son avoir a été augmenté de la somme des 
recettes et diminué de la somme des dépenses. 

Soit le polynôme numérique 

i a -j- 7 — i 5 -f- ao — G — 2. 

La somme des termes positifs est 09, celle des termes né- 
gatifs 20. Il faut ajoute? 39 et retrancher 25, ce qui re- 
vient à ajouter 16, excès de la première somme sur la 
seconde. Dans ce cas, la valeur du polynôme est positive ; 
on l’écrit -j- 16. 

Lorsque la somme des termes négatifs l’emporte sur 
celle des termes positifs, le polynôme n’en conserve pas 
moins une signification très-nette. Soit le polynôme 

5 — 54-7 — io-J-4 — 9- 

Il faut ajouter 16, somme des termes positifs, et retran- 
cher 22, somme des termes négatifs, ce qui revient à 
retrancher 6 , excès de la seconde somme sur la première. 
Dans ce cas, la valeur du polynôme est négative; on 
l’écrit — 6. 

Deux polynômes , et en général deux expressions algé- 
briques, sont égales, lorsqu’elles ont la même valeur 
affectée du même signe. 

34. 11 résulte clairement de ce qui précède que l’on 
peut changer à volonté l'ordre des termes d'un polynôme. 
Car, quel que soit l’ordre des termes , on a toujours fina- 
lement la même somme à ajouter et la même somme à 
retrancher. 
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Ainsi les ternies du polynôme » 

j 

o-j- 5 — c -j— d — c — f 

peuvent être écrits dans tel ordre , qu’on voudra, par 
exemple dans l’ordre suivant 

— e-f-d — f-\-a — c4-6. 

11 n’y a aucun inconvénient à commencer par un terme 
négatif. Pour revenir à notre comparaison, cela signifie que 
le négociant commence par payep e , qu’il reçoit ensuite <1, 
qu’il paye f , etc. Or rien n’empêche de supposer que le né- 
gociant a dans sa caisse , au commencement de la journée, 
une assez grande somme d’argent pour effectuer les paye- 
ments. 

TERMES SEMBLABLES. 

35. On dit que deux termes sont semblables lorsqu’ils 
sont composés des mêmes lettres affectées des mêmes 
exposants , et qu’ils ne diffèrent que par les coefficients et 
par les signes. 

Soit le polynôme 

5a 3 — 4a 8 6 -f- yab* -j- a'b — 2a 3 — 8 ah' -f- a’ — 1 206* -f- 3a*6. 

Nous voyons d’abord les trois termes semblables 
5a 3 — a a* -j- a 3 , 

que l’on peut réduire et remplacer par le seul terme -j- 4 a’. 
En effet, la quantité a' doit être ajoutée 5 fois et encore î fois, 
c’est-à-dire 6 fois , et retranchée 2 fois , ce qui revient à l’a- 
jouter 4 fois. 

Nous trouvons ensuite les termes semblables 
-4a*6-f a'b + Za'b 
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qui se détruisent. Car la quantité a’b doit être ajoutée 5 fois 
et encore i fois, c’est-à-dire 4 fois, et retranchée 4 fois. 

Il reste les termes semblables 

+ •pab* — 8ai* — 1 206% 

qui se réduisent à — 1 ôab‘. Car la quantité ab' doit être 
ajoutée 7 fois et retranchée 8 fois et encore 1 2 fois , c’est-à- 
dire 20 fois, ce quirevient à la retrancher i 5 fois. 

Ainsi le polynôme proposé s’écrit plus simplement 

4 a 5 — i3a6’. 

Dans la pratique, on opère très-rapidement cette réduc- 
tion des termes semblables. Soient les termes semblables 

p ab' — 8a/i* — 1206’; 

faisant abstraction de la quantité ab\ on ne considère que 
les coefficients et les signes 

+ 7 — 8 — 12, 

et l’on calcule la valeur — 1 3 de ce phénomène numérique ; 
puis on écrit — i 3 a 6 ’ au résultat, et l’on barre les termes 
réduits. 

36 . Ordonner un polynôme. Après avoir réduit les termes 
semblables , on a coutume d’ordonner le polynôme, soit par 
rapport aux puissances décroissantes d’une même lettre, 
soit par rapport aux puissances croissantes, c’est-à-dire que 
l’on écrit les termes dans un ordre tel que les exposants de 
cette lettre aillent soit en diminuant, soit en augmentant. 
Ainsi le polynôme 

5»* — 4# , + 3-r — f> 

est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de ». 
Ce même polynôme , écrit en ordre inverse , 

_6+3r— 4x* + 5» 1 . 
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sera ordonné par rapport aux puissances croissantes. Le 
terme — 6 , qui ne contient pas la lettre x , sera regardé 
comme étant du degré o. 

Quand un polynôme contient des termes de tous les de- 
grés, à partir du degré le plus élevé, on dit qu’il est complet. 
Le polynôme étant supposé ordonné par rapport aux puis- 
sances croissantes , la série des exposants commence à o , et 
s’élève jusqu’au degré du polynôme inclusivement. 11 y a 
$onc autant de termes qu’il y a d’unités dans le degré plus 
un. Ainsi le polynôme précédent est un polynôme complet 
du troisième degré,et il renferme quatre termes. 

Lorsqu’un polynôme contenant deux lettres est homo- 
gène, si on l’ordonne par rapport aux puissances décrois- 
santes de l’une d’elles , il sera en même temps ordonné par 
rapport aux puissances croissantes de l’autre ; caria somme 
des exposants de deux lettres étant la même dans tous les 
termes, si les exposants de l’une d’elles vont en diminuant, 
ceux de l’autre iront nécessairement en augmentant. Ainsi 
le polynôme homogène 

sa 3 — 5 a*b -f- — 6 b s , 

qui a été ordonné par rapport aux puissances décroissantes 
de a, se trouve en même ordonné par rapport aux puissances 
croissantes de b. 

ADDITION ET SOUSTRACTION. 

Addition. 

37. Proposons-nous d’ajouter à uu premier polynôme un 
second polynôme ; nous supposons que ce second polynôme 
ait une valeur positive , c’est-à-dire que la somme des 
termes positifs l’emporte sur celle des termes négatifs. 
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Ajouter ce polynôme, c’est ajouter sa valeur, en d’autres 
termes, c’est ajouter l’excès de la somme de ses termes po- 
sitifs sur la somme des termes négatifs. Mais ajouter cette 
différence revient évidemment à ajouter les termes positifs 
et à retrancher les tennes négatifs , ce qui se fera en écri- 
vant à la suite du premier polynôme tous les termes du 
second, chacun avec son signe. Ainsi : 

Règle. A un polynôme on en ajoute un autre, en écrivant 

. 

d la suite du premier successivement tous les termes du second, 
chacun avec son signe. 

38. Exemple. Additionnez les polynômes 

5a 1 — 5 a 3 6 -f- ^a J b‘ -f- ^alA — 6 * 

— 2 a 1 — 5a 3 6-f — 7 a 6 3 -{-a 6 ‘, 

6 a* — 20 3 6 — îôaV»* -j- 6 °^* — 2 & k - 

Imaginons que l’on ait écrit tous les termes de ces trois 
polynômes , les uns à la suite des autres , chacun avec son 
signe , en affectant du signe -f le premier terme 6a* du 
troisième polynôme; réduisons les termes semblables, nous 
obtiendrons le polynôme 

7a* — 1 o a 3 6 -f- 3a6* — 6*. 

39. Remarque. On peut grouper dans une parenthèse 
plusieurs termes d’un polynôme, en conservant à chaque 
terme son signe et mettant le signe + devant la paren- 
thèse. 

Par exemple, le polynôme 

a — 6-f-c — J — e-\-f 
peut être écrit sous la forme 

a — b-f (c—d—t+f)- 
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En effet, la parenthèse, précédée du signe -f, indique l’ad- 
dition du polynôme ; si l’on effectue cette addition d’après 
la règle énoncée, on reproduit évidemment le polynôme 
proposé. 

11 n’y a pas à s’inquiéter de savoir si, parmi les termes 
mis entre parenthèses, la somme des termes positifs est 
plus grande que celle des termes négatifs, pourvu que l’on 
étende aux polynômes négatifs la règle démontrée pour 
l’addition des polynômes positifs. 

Ainsi nous dirons qu’ajouter un polynôme quelconque, 
c’est écrire tous ses termes, chacun avec son signe. 

AO. Il convient aussi d’appliquer la même règle à un 
terme pris isolément, et nous dirons qu’ajouter une quan- 
tité affectée du signe -f- ou du signe — , c'est l’écrire avec 
son signe. Soit, par exemple, le polynôme 

«5 — 5-f-G— 9 — 4-f a - 

Si nous mettons les quatre derniers termes entre paren- 
thèses, nous écrirons ce polynôme sous la forme 

i5 — 3 + (6 — 9 — 4 + a). 

La partie mise entre parenthèses est négative; mais ceci 
n’offre aucun inconvénient, puisqu’en effectuant l’addition 
d’après la règle énoncée, on reproduit le polynôme pro- 
posé. Remplaçons maintenant le polynôme entre paren- 
thèses par sa valeur — 5 ; il s’agit d’ajouter — 5 ; pour cela 
nous écrirons — 5 , ce qui donne 

i5 — ô — à. 

Et en effet, dans le polynôme proposé, la partie 
+ 6— 9 — 4+ 2 ' 
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mise entre parenthèses, signifie qu’il faut 
trancher i5, c’est-à-dire retrancher 5. 



43 

8 et re- 


•41. D’après cette manière devoir, l’addition algébrique 
ne comporte plus nécessairement l’idée d’augmentation. Si 
l’on ajoute injpjjuantité positive, il y a effectivement aug- 
mentation; mais si l’on ajoute une quantité négative, il y a 
au contraire diminution. Ajouter — 5, c’est eu réalité re- 
trancher 5. 

11 résulte de là que l’on peut considérer un polynôme 
comme étant la somme algébrique de tous ses termes, puis- 
que l’addition consiste à les écrire les uns à la suite des 
autres, chacun avec son signe. Cette manière d’envisager 
un polynôme est très-utile dans les applications. 


Soustraction. 

42. La soustraction est l’opération inverse de l’addition. 
D’une quantité en retrancher une autre, c’est en trouver 
une troisième telle qu’en y ajoutant la seconde on repro- 
duise la première. 

Supposons que du polynôme 

o — b- f-c 

on veuille retrancher le polynôme 
d—e—f+g. 

Je dis qu’on obtiendra le résultat demandé en écrivant à 
la suite du premier polynôme tous les termes du second, 
chacun avec un signe contraire, ce qui donne 
a — 6-f-c — d-J-e-f/ - — g. 

En effet, si à ce troisième polynôme nous ajoutons le se- 
cond , nous avons 

a — b + c -d+e+f— g+d-e- f+g. 
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ou, plus simplement, 

a — 6-f - c, 

: L , 

en remarquant que les termes — d et -\-d se détruisent, 
de même que les ternies -f e et — e , etc. C’est précisément 
le premier polynôme. Ainsi : 

Réglé. Pour retrancher d'un polynôme un autre poly- 
nôme , on écrit à la stiite du premier successivement tous les 
termes du second , en changeant le signe de chacun d’eux. 

43. Exemple. Du polynôme 

5a , -4«’G — Gah' + b*, 

retrancher le polynôme 

a* — ?a ! 6 -f- aab* — 56*. 

Écrivons à la suite du premier polynôme tous les termes 
du second , en changeant les signes , nous aurons 

5a* — 4a*6 — 6 a 6 * + 6 * — a’ -(- 70*6 — aa 6 * -f- 55 s , 
et, en réduisant les termes semblables , 

4a* + 3a , 6— 8 a 6 *-f 66 *. 

H. Remarque. On peut grouper, dans une parenthèse 
précédée du signe — , plusieurs termes d’un polynôme , 
en ayant soin de changer les signes de tous les termes que 
l’on met dans la parenthèse. 

Par exemple, le polynôme 

a + b— c-f d— e-f f— g 
peut être écrit sous la forme 

•+*-(« -d+e-f+g). 

En effet, la parenthèse précédée du signe — indique la 
soustraction d’un polynôme ; or, si l’on effectue cette sou:;- 
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traction d'après la règle énoncée , on reproduit évidemment 
le polynôme proposé. 

11 n’y a pas à s’inquiéter de savoir si , parmi les termes 
mis entre parenthèses, la somme des ternies positifs est 
plus grande ou plus petite que la somme* des tenues né- 
gatifs ; car la règle de l’addition ayant été établie d’une ma- 
nière générale, celle de la soustraction, qui s’en déduit, a 
le même degré de généralité ; elle est vraie dans tous les 
cas, que le polynôraq soit positif ou négatif, qu’il com- 
prenne un seul terme ou plusieurs. Ainsi , retrancher une 
quantité affectée d’un certain signe, c’est l’écrire avec un 
signe contraire. 

Soit, par exemple, le polynôme 

3 — 5 — 4 + 9 — 6-f-8. 

Si nous mettons dans une parenthèse précédée du signe — 
les quatre derniers termes en changeant leurs signes , nous 
écrirons ce polynôme sous la forme 

3 - 5— (/| — y-f G -8). 

La partie mise entre parenthèses est négative, mais ceci 
n’offre aucun inconvénient, puisqu’en effectuant la sous- 
traction d’après la règle énoncée , on reproduit le polynôme 
proposé. Si nous remplaçons le polynôme entre parenthèses 
par sa valeur — 7, nous avons à retrancher — 7, ce qui se 
fait en changeant le signe de cette quantité, c’est-à-dire en 
écrivant -j- 7 ; nous aurons donc 

3-5-t-r- 

Et en effet, dans le polynôme proposé, la partie 

— '4 + 9 — 6 + 8 , 

mise entre parenthèses, signifia qu’il faut ajouter 17 et re- 
trancher 10, c’est-à-dire ajouter 7. 
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4a. De même que l’addition algébrique ne comporte plus 
nécessairement l’idée d’augmentation, la soustraction algé- 
brique ne comporte plus nécessairement l’idée de diminu- 
tion. Si l’on retranche une quantité positive, il y a effecti- 
vement diminution; mais si l’on retranche une quantité 
négative, il y a au contraire augmentation. Retrancher — 7 , 
c’est en réalité ajouter 7 . 

En résumé , si l’on considère les quantités comme affec- 
tées des signes -f- ou — , l’addition consiste à les écrire 
avec leurs signes, la soustraction à les écrire avec des 
signes contraires. 

» >■ 

MULTIPLICATION. 

46. Je rappelle d’abord quelques principes qui nous 
seront utiles. On sait que dans un produit de plusieurs 
facteurs on peut changer l’ordre des facteurs et les grouper 
à volonté sans changer la valeur du produit. On sait aussi 
que multiplier par un produit de plusieurs facteurs revient 
à multiplier successivement par chacun des facteurs. Ces 
principes ont été démontrés en arithmétique pour des nom- 
bres quelconques entiers ou fractionnaires ( 1 ); on peut 
donc les appliquer en algèbre, où les lettres représentent 
des nombres quelconques. 

47. Multiplication de deux puissances d'un même nombre. 
Soit à multiplier a m par a". Multiplier par a" revient à mul- 
tiplier successivement par n facteurs égaux à a , puisque a" 
désigne le produit de « facteurs égaux à a; d’autre part, a" 
désigne le produit de m facteurs égaux à a ; on a donc le 


(*) Voyez mon Arithmétique , a* édition, pages 5 oet 109. 
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produit de m + n facteurs égaux à a , ce qu’on écrit a" + \ 
Ainsi , 

_m v/ _n t» 4- n 

a Xfl • 

Règle. Oh multiplie des puissances d'un même nombre en 
ajoutant les exposants. 

Par exemple , 

o‘xa' = a’. 

? 

Une lettre qui n’a pas d’exposant est censée affectée de 
l’exposant ». Ainsi, 

a* x a= a*. 

48. Multiplication de deux monômes entiers. Soit à faire 
le produit des monômes 4 aVc‘d et 5a’6cV. 

Chacun de ces monômes exprime un produit de plusieurs 
facteurs ; pour multiplier le premier produit par le second , 
il suffit de le multiplier successivement par chacun des fac- 
teurs du second , ce qui donne pour le produit demandé 

4 X a’ X b' X C* X d x 3 X a 1 X b X c s X e*. 

Si l’on groupe les facteurs de la manière suivante 

4 X 3 X (a* x a’j X ( b 1 xb) x (c‘ xc’lxdx e*, 

et si l’on effectue les produits indiqués dans les paren- 
thèses , on a 

i a X a s X 6 3 X c 7 X d X e* ; 
ce qui s’écrit plus simplement 

i a a'b'c'dp. 

Ainsi , 

4 a’6’c‘d x 3a*6c V = 1 1 a l b*c"dt 1 '. 

Règle. Pour multiplier deux monômes entiers , on multi- 
plie les coefficients, on ajoute les exposants de mêmes lettres , 
et l'on écrit avec leurs exposants les lettres qui diffèrent. 
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49. Multiplication d'un polynôme par un nombre quel- 
conque. 

1 ° Proposons-nous d’abord de multiplier un polynôme 
a — b-\-c — rf 

par un nojnbre entier m. Il s’agit de répéter le polynôme 
■m fois , c’est-à-dire d’additionner m polynômes égaux au 
polynôme multiplicande. Or, si l’on fait cette addition , on 
voit que chaque terme du multiplicande sera répété m fois 
avec son signe; en réduisant, on aura donc 

ma — m h -L me — nul. 

Chaque terme du multiplicande sera donc multiplié sépa- 
rément par le nombre entier. 

2 ° Soit maintenant à diviser le polynôme 

I 

, a — 6-{-c — d 

par un nombre entier n. Il faut trouver un polynôme qui , 
multiplié par n , reproduise le polynôme dividende. Le quo- 
tient cherché sera 

a b c d ' 

n n ' n n * 

car si l’on multiplie ce polynôme par n , ce qui se fait en 
multipliant chaque terme séparément par n , comme nous 
l’avons vu , on reproduit le polynôme proposé. 

5° 11 est aisé maintenant de multiplier le polynôme 

« — b -(- r — d 

par un nombre fractionnaire” 1 . Multiplier par une fraction — , 

c’est répéter m fois la n' partie du multiplicande ; en d’autres 
termes, c’est diviser le multiplicande par n et multiplier le 
résultat par ni. 
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Divisons d’abord le multiplicande parle nombre entier n, 
nous avons 


a 

n 



d 

n’ 


pour multiplier ce résultat par le nombre entier m , il suffit 
de multiplier chaque terme par m , ce qui donne 


ou 


ma mh ( me md 
n n ^ n n ’ 


m m, , m m , 

— a b H — c rf. 

n n n n 


Mais le multiplicateur est un nombre quelconque que 
nous pouvons représenter par la lettre e , et nous avons alors 
(a — 6+c— d) x e=ae — èe+ce — de. 


Règle. Ainsi on multiplie un polynôme par un nombre 
quelconque , en multipliant chaque terme séparément par ce 
nombre, et donnant à chaque terme du produit le signe du 
terme correspondant du multiplicande. 

50. Multiplication d'un polynôme par un polynôme. 

11 est évident que le produit d’une quantité quelconque 
par la somme de plusieurs nombres est égal à la somme des 
produits de cette quantité par chacun d’eux. Par exemple , 
8 fois une quantité égale 5 fois cette quantité , plus 5 fois 
cette même quantité. Si donc le polynôme multiplicateur a 
tous ses termes positifs , il suffira de multiplier le multi- 
plicande par chacun d’eux séparément et d’ajouter les ré- 
sultats. 

Il est évident aussi que le produit d’une quantité quel- 
conque par la différence de deux nombres est égal à la dif- 

tt 


i 
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férence des produits de cette quantité par chacun d'eux. 
Par exemple, 5 fois une quantité égale 8 fois cette quan- 
tité , moins 5 fois cette môme quantité. Supposons mainte- 
nant que le polynôme multiplicateur ait des termes positifs 
et des termes négatifs , et que la somme des termes positifs 
l’emporte sur la somme des termes négatifs ; la valeur du 
polynôme est l’excès de la première somme sur la seconde ; 
le produit du multiplicande par cette différence égale donc 
la différence des ffroduits obtenus en multipliant le multi- 
plicande par chacune de ces deux sommes. Ceci revient à 
multiplier le multiplicande par chacun des termes du mul- 
tiplicateur, à ajouter les produits partiels fournis par les 
termes positifs du multiplicateur et à retrancher les pro- 
duits partiels fournis par les termes négatifs. Ainsi , 

Règle. Pour multiplier un polynôme par un polynôme , 
on multiplie tous les termes dit multiplicande successivement 
par chacun des termes du multiplicateur ; on écrit avec leurs 
signes les produits partiels fournis par les termes positifs 
du multiplicateur, et avec des signes contraires les produits 
fournis par les termes négatifs. • 

RÈGLE DES SIGNES. 

51 . Soit à multiplier le polynôme 
s a — I» c — d 

par le polynôme 

e-f-\-g—h. 

Le produit demandé sera 

-f- (ae — 6e -J- ce — de) — ( af — bf -\-cf — df) r 
-J- ( ag — bg -f- cg — dg)— ( ah — bh-\-ck — dh) , 
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ou en effectuant les additions et soustractions indiquées 
par les parenthèses , 

ae — 6e + ce — de, 

_ gf + br-cf + df , 

+ ag-bg-\-cg—dg, 

— ah-\-bh — ch -\-dh. 

On voit que le produit des deux polynômes renferme 
les produits de chacun des termes du multiplicande par 
chacun des termes du multiplicateur. 

On reconnaît aussi qu’un terme du produit a le signe -f- 
s’il provient de deux termes de même signe , le signe — s'il 
provient de deux termes de signes contraires. Par exemple , 
le terme cg, qui provient de deux termes positifs, a le 
signe + ; de même que le terme bf, qui provient de deux 
termes négatifs; au contraire, les termes bg et cf, qui 
proviennent de deux termes, l’un positif, l’autre négatif , 
sont affectés du signe — . 

Il est facile de se rendre compte de cette loi , connue 
sous le nom de règle des signes , si l’on observe que dans 
les parenthèses les signes sont ceux des termes du multi- 
plicande et que chacune d’elles est affectée du signe du 
terme correspondant du multiplicateur. Un terme positif, 
multiplié par un terme positif, donne un terme positif dans 
la parenthèse , et comme la parenthèse est précédée elle- 
même du signe -f-, ce terme aura finalement le signe -}-. 
Un terme négatif, multiplié par un terme négatif, donne 
un terme négatif dans la parenthèse, et comme la paren- 
thèse est précédée elle-même du signe — , ce terme , chan- 
geant de signe , aura finalement le signe -f- > etc. 

52. Dans la pratique , on ordonne les deux polynômes 
par rapport aux puissances décroissantes ou par rapport 
aux puissances croissantes d'une même lettre (n“ 36); on 
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multiplie tous les termes du multiplicande successivement 
par chacun des signes du multiplicateur, en allant de 
gauche à droite, et l’on écrit les produits partiels par 
lignes horizontales, de manière que les termes semblables 
se trouvent placés les uns au-dessous des autres , puis on 
fait la réduction que cette disposition facilite beaucoup. 

Exemple I. Multiplier le polynôme 

* ' 

4 r 5 — 3x l — ?x s -f x 1 

par 

■ai’ — 4®’ + 5ar. 

» 

On disposera l’opération de la manière suivante : 

4a" 5 — 5x ; — 'x 5 -f- x’ 

ax* — 4x , -j- 5x 

Sx'* — fix ; — 1 4x° -(- ax ! 

— i Gx 7 -(- i ax G -j- a8x 5 — 4x‘ 

— aox 6 -f- 1 5x 5 — 55x‘ -f- 5 x* 

8x* — aax 7 — 2 ax c 4 5x‘ — 5gx‘ -y- 5x 3 

11 y a toujours deux termes dans le produit qui ne se 
réduisent avec aucun autre, et qui par conséquent se con- 
servent intacts au résultat ; c'est le produit du premier 
terme du multiplicande par le premier terme du multipli- 
cateur, et aussi le produit des deux derniers termes. En 
effet, l’exposant de la lettre ordonnatrice dans un terme 
quelconque du produit est la somme des exposants de cette 
lettre dans les deux termes qui l’ont fourni ; or, si les deux 
polynômes ont été ordonnés par rapport aux puissances 
décroissantes , il est clair que , dans le terme provenant du 
produit des deux premiers termes, l’exposant, étant la 
somme des deux plus forts exposants, sera plus grand que 
dans tout autre terme du produit ; ce terme sera donc irré- 
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• 

ductible. De même, le terme provenant du produit des 
deux derniers termes , ayant un exposant égal à la somme 
des deux plus petits exposants, et par conséquent moindre 
que celui de tout autre terme du produit, sera irréduc- 
tible. Ainsi le premier terme du produit de deux polynômes 
ordonnés provient exactement du produit des deux pre- 
miers termes, et le dernier terme du produit des deux 
derniers termes. Cette remarque nous sera très-utile pour 
effectuer la division de deux polynômes. 

Il résulte de là que le degré du produit de deux poly- 
nômes est égal au degré du multiplicande, plus le degré 
du multiplicateur. 

53. Exemple 11. 

' i . . 

ia 5 — 3 a*6 — 5a ô’ -J— 6* 

4a* — 7 a b 36* 

8a 5 — i2a‘6 — aoa s 6*-f- ^a*b s 

— i4a‘6-f-2ia s 6*-i-35a’6 ï — 706* 

-j- Ga s 6* — ga’à* — i5a6*-f-36* 

8a 5 — aGa‘6 -f- 70*6* -f- 3oa J 6* — paa6‘ -|- 36* 

Les deux polynômes ont été ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de a , et les termes qui ne contiennent 
pas a sont regardés comme étant du degré 0 par rapport à 
cette lettre. 

54 . Exemple III. Quand les polynômes proposés ne sont 
pas complets, on laisse des intervalles vides afin de pou- 
voir placer les termes semblables les uns au-dessous des 
autres. 

x* — ax* + 7X — I 
x * — 3x s -j- a 

x* — 2y' -j~7z s — x* 

— 3x* -f 6x* — 2ix‘4-3x s 

4-3X s — 4x 3 + i4x — 1 

x'r— 3x* — 3X 1 -J- Gx* -j- QX* — 32X* — x* 1 4x — I 
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55. Exemple IV. Multiplier les deux polynômes 

(a* — ab)x ' -f (a 3 — aa’6 4- 6‘)x — (a*6* + 6‘) , 

(a* + 6’)x 3 — (a*6 + ab')x + b'. 

Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x, mais les coefficients au lieu d’être 
des nombres donnés , sont des polynômes en a et 6 , ce qui 
complique beaucoup l’opération. On la dispose ordinairement 
de la manière suivante en plaçant les uns au-dessous des 
autres les termes qui contiennent la même puissance de x, 
et pour ne pas répéter cette puissance à chaque fois , on 
trace un trait vertical à la droite duquel on écrit une fois 
pour toutes la puissance de x. On multiplie tous les termes 
du multiplicande d’abord par a'x ensuite par 6V, puis 
par — a'bx, etc., en disposant le résultat par colonnes 
verticales comme nous l’avons dit; puis on réduit les 
termes semblables dans chaque colonne verticale. 


a* 

— ab 

+ 6‘ | 

x*4- a 3 

— aa 3 6 
+ 6’ 

x 3 — a'b I 

- «6* | 

x — a'b ' 
— b' 

x + 6 k 

0* 

x‘ -f a* 

x* — a'b' 

X*- 

- a'b' 

\ x — a'b' 

— a'b 

— ia'b 

— a'b' 

- 

- a'b ' 

— b' 

-j- a-b' 

+ a'b' 

— a'b ' 

- 

r a'b ' 


— a b' 

a'b' 

— b 9 


k ab' 



— aa’è 3 

— a'b 


L a'b' 



+ b' 

-j- afl‘4* 


- aa’** 



— a'b 

— a'b ' 

+ 6’ 



+ a'b « 

— a'b' 


' 1 



— a'b' 

la'b 3 





+ a'b' 

- ab' 






-f a'b ' 






— ab' 




a' 

x' + a 5 

x' — a'b 

a* H 

1- a'b' 

x — a'b* 

— a'b 

— 3 a'b 

4- aa 3 6 3 


h aa 3 6‘ 

— b * 

+ a'b' 

+ a'b' 

— ia'b' 

- 

- a'b ' 


— a b' 

+ ** 

— a ab' 

- 

(- ab * 




— b* 

- 

h 
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56. Remarque. I. Nous avons établi (n° 5o), la règle de 
la multiplication des polynômes, en supposant que, dans le 
polynôme multiplicateur, la somme des termes positifs est 
plus grande que celle des termes négatifs, et nous avons vu 
que l’opération revient à ajouter le produit du multiplicande 
par la somme des termes positifs du multiplicateur, et à 
retrancher le produit par la somme des termes négatifs. 11 
est naturel d'étendre cette idée au cas où la somme des 
termes positifs du multiplicateur est plus petite que celle 
des termes négatifs ; nous dirons donc que multiplier par 
un polynôme quelconque, c’est multiplier par la somme des 
termes positifs, et par la somme des termes négatifs, ajouter 
le premier produit et retrancher le second. De cette manière 
la règle à laquelle nous sommes arrivés sera générale. 

Soit, par exemple, l’expression 

a — (b — c) (d — «) 

dans laquelle nous supposons b plus grand que c, d plus 
grand que e. Nous avons à retrancher le produit de deux 
polynômes ; il suffit pour cela de changer les signes de l’un 
d’eux ; car il est évident que l’on change ainsi les signes de 
tous les termes du produit, et l’on sait que la soustraction 
revient à un changement de signes. Nous pouvons donc 
écrire l’expression sous l’une des deux formes 

o-(- (c — b)[d— e) 
ou 

a -(- (6 — c)(e — d). 

L’un des polynômes devient négatif, mais ceci n’offre 
aucun inconvénient, puisqu’en effectuant la multiplication 
d’après la règle énoncée, les trois expressions donnent nais- 
sance au même polynôme 

a — 6d-fcd + 6c — ce. 
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Si l’on change les signes des deux polynômes, le produit 
ne change pas, ainsi l’expression précédente peut encore 
être mise sous la forme 

a—(c—b){e—d). 

57. Il convient aussi d’appliquer la même définition à 
des termes pris isolément , et nous dirons que multiplier 
une quantité quelconque par unequantitlaffectéedu signe 
-f- ou du signe — , c’est multiplier par cette quantité et 
ajouter ou retrancher le produit suivant que le multiplica- 
teur est positif ou négatif. 

Reprenons l’expression 

a — (6 — c)(rf — e), 

dans laquelle nous avons supposé b plus grand que c, d 
plus grand que e. Si nous désignons par f et g les deux 
polynômes b — c et d — e , l’expression se réduit à 

a— (g. 

Nous avons dit que l’on peut mettre cette expression sous 
la forme 

a-f(6— c)(e— cf); 

remplaçons les deux polynômes b — c et e — d par leurs 
valeurs -f- f et — g-, nous aurons à multiplier -(- f par — g, 
ce qui donne — fg, et nous retrouvons ainsi le même ré- 
sultat a — fg. ' 

Considérons encore l’expression 

a-J-(6 — c){d — e), 

qui se réduit à 

a+f9- 

Nous pouvons la mettre sous la forme 
a-f-(e — 6)(e— - d); 
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remplaçons les deux polynômes c — b et e — d par leurs 
valeurs — f et — g, nous aurons à multiplier — f par — g, 
ce qui donne + fg et nous retrouvons ainsi le même résul- 
tat a -f fg. 

Il résulte de cette manière d’envisager la multiplication 
algébrique que le produit de deux polynômes est égal à la 
somme algébrique des produits du multiplicande par chacun 
des termes du multiplicateur. 

v 

58. Remarque II. Le produit d’une quantité négative par 
une quantité négative étant positif, le carré d’une quantité 
négative sera positif ; mais le cube , qui est égal au produit 
du carré par la quantité elle-même , sera négatif ; en géné- 
ral , les puissances paires d’une quantité négative sont po- 
sitives , mais les puissances impaires sont négatives. 

Cette remarque est importante. Si l’on veut changer le 
signe d’une lettre dans un polynôme, on changera les signes 
de toutes les puissances impaires de cette lettre, sans 
changer ceux des puissances paires. 

Par exemple , en multipliant le binôme a -f 6 par lui- 
même , on trouve 

(a-f-6) î = a > aa6 — (- fc*. 

Changeons le signe de b, le terme 9.ab changera de signe, 
mais le terme 6* ne changera pas ; nous aurons donc 

(a — 6)* = o 3 — aaô-f- 6 ! . 

Ces deux égalités donnent naissance à ces deux théorèmes 
de géométrie élémentaire : le carré construit sur la somme 
ou sur la différence de deux lignes égale la somme des 
carrés construits sur chacune de ces deux lignes , plus ou 
moins deux fois le rectangle ayant l’une pour base, l’autre 
pour hauteur. 
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La multiplication d et+i par a -\- b donne 
(a -f- 6) (a — 6) = a’ — b'. 

•• / 

En changeant le signe de 6 on permute simplement les 

deux facteurs du produit, et l’on voit qu’en effet le second 
membre ne change pas. L’égalité précédente s’énonce ainsi : 
le produit de la somme de deux quantités par leur diffé- 
rence égale la différence des carrés de ces deux quantités. 
C’est une proposition fréquemment employée en algèbre; 
elle se traduit en géométrie par ce théorème : le rectangle 
construit sur la somme et la différence de deux lignes égale 
la différence des carrés construits sur ces deux lignes. 

Si l’on multiplie le carré de a + b par a + b , on trouve 

(a-)- 6)*=a ï -f- Sa’ô-j-ôflfc 1 -)- 6’; 
on en déduit, en changeant le signe de b , 

(a — b) s = a' — 5a 5 6 -j~ ôab' — b'. 

DIVISION. 

59. La division est l’opération inverse de la multiplica- 
tion. Elle a pour but, étant données deux expressions algé- 
briques, nommées l’une dividende, l’autre diviseur, d’en 
trouver une troisième nommée quotient, qui, multipliée 
par le diviseur, reproduise le dividende. 

60. Quotient de deux puissances d’un même nombre. Soit 
à diviser a m par a", le quotient sera a” - "; car si l’on mul- 
tiplie ce quotient par le diviseur a*, ce qui se fait en ajou- 
tant les exposants , on reproduit le dividende a". On a donc 



Règle. Pour diviser deux puissances d’un même nombre 
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l'une par l’autre , de l' exposant du dividende on retranche 
celui du diviseur. 

Exemple : 

a‘ 

EXPOSANT zéro. 

61. Le quotient est entier lorsque l’exposant du divi- 
dende est plus grand que celui du diviseur. Alors on peut 
effectivement retrancher l’exposant du diviseur de celui du 
dividende. 

Lorsque l’exposant du diviseur est égal à celui du divi- 
dende, l'application de la règle précédante conduit au sym- 
bole a° ; car on a , dans ce cas , 



Le symbole a° représentant le quotient de deux quantités 
égales, a une valeur égale à l’unité, quelle que soit la valeur 
de a. L’emploi de ce symbole est très-utile en algèbre; nous 
en avons déjà fait usage plusieurs fois implicitement ; ainsi 
nous avons dit (n“ 02 ) que lorsqu’une lettre n’entre pas 
dans un monôme , on peut la considérer comme y entrant 
avec l’exposant zéro , et nous avons supposé le polynôme 
aa s — 5«6’ -j- 4 ai* — 61»’ 
écrit sous la forme 

aoW — 5 a*b — ?\ah‘ — (xt'V. 

Les facteurs introduits 6" et a 0 , étant égaux à l’unité , ne 
changent pas la valeur du premier ni du dernier terme. 
L’emploi de l’exposant zéro simplifie les énoncés ; on 
peut énoncer la règle de la multiplication des monômes en 
disant simplement que I’ob multiplie les coefficients et que 
l’on ajoute les exposants des mêmes lettres. 11 n’y a qu’à 
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supposer, eé effet , que les lettres qui diffèrent entrent dans 
l’autre moWe avec l’exposant zéro. 

Lorsque l’exposant du diviseur est plus grand que celui 
du dividende, le quotient est fractionnaire; on le simplifie 
en divisant les deux termes par le numérateur. Ainsi 

a 4 i 

a 7 a 1 

Dans ce cas, l’application de la règle conduit au sym- 
bole a - ’, qui représente c’est là l’origine des exposants 
négatifs dont il sera question plus lard. 


DIVISION DES MONÔMES. 


62. La règle formulée pour la multiplication des mo- 
nômes (n° 48) conduit immédiatement à la règle suivante : 

Règle. Pour diviser un monôme par un monôme, on di- 
vise le coefficient du dividende par celui du diviseur, et l’on 
retranche les exposants du diviseur des exposants des mêmes 
lettres dans le dividende. 

Soit à diviser i «a s 6*c 7 de* par 4 a’b'c'd. Le quotient de- 
mandé sera 5 a’ôçV; car si l’on multiplie ce quotient par 
le diviseur, on reproduira évidemment le dividende. Ainsi : 


iaa 5 6 s c 7 de* 

4a'6Vd 


3a*6cV. 


En appliquant la règle , on regardera la lettre e comme 
affectée de l’exposant o dans le diviseur. 

63. Remarque. Pour que le quotient soit entier, il faut 
que le coefficient du dividende soit divisible par le coefficient 
du diviseur, et que les exposants du diviseur ne surpassent 
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(il 


pas les exposants des mômes lettres dans le dividende. 

La seconde condition est surtout essentielle, car si elle 
est remplie sans que la première le soit, le quotient aura, 
il est vrai , un coefficient fractionnaire , mais il sera encore 
entier algébriquement. On aura, par exemple 


Sa'^c^d'e 

na'b^c'-d 


= ^ a'b 1 c l de. 


On dit qu’une expression est entière algébriquement lors- 
qu’elle est entière sauf des coefficients fractionnaires. 

Si la seconde condition n’est pas remplie, le quotient 
sera fractionnaire ; mais alors on le simplifiera autant que 
possible. Par exemple 

18 a'b'c'd* _3a'd' 

5oa 1 6"V 56c* 


64. Dm ion d’un polynôme par un monôme. On sait que 
l’on multiplie un polynôme par un monôme, en multipliant ' 
chaque terme du polynôme par le monôme (n° 49) ; on 
effectuera donc la division d’un polynôme entier par un 
monôme entier, en divisant chaque terme du dividende par 
le diviseur. Le quotient sera entier si chaque terme du di- 
vidende est divisible séparément par le diviseur; sinon, il 
sera fractionnaire. 


EXPOSÉ SOMMAIRE 1)E LA DIVISION DES POLYNÔMES. 

6 o. Supposons les deux polynômes ordonnés par rapport 
aux puissances décroissantes d’une même lettre. La question 
est de trouver un polynôme entier qui, multiplié par le poly- 
nôme diviseur, reproduise le dividende. Imaginons ce poly 
nôme trouvé et ordonné aussi par rapport aux puissances 
décroissantesdelamêmelettre. Noussavonsque, danslamul- 
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tiplication de deux polynômes ordonnés (n° 52), le premier 
terme du produit provient sans réduction de la multiplica- 
tion du premier terme du multiplicande par le premier 
terme du multiplicateur. Ainsi , le premier terme du divi- 
dende est exactement le produit du premier terme du divi- 
seur par le premier terme du quotient; si donc on divise le 
premier terme du dividende par le premier terme du divi- 
seur, on obtiendra le premier terme du quotient. 

Le dividende est égal à la somme des produits partiels 
obtenus en multipliant le diviseur par chacun des termes 
du quotient; multiplions le diviseur par le premier terme 
du quotient, et retranchons ce produit du dividende, nous 
aurons un reste qui sera égal au produit du diviseur par les 
autres termes du quotient. Ce rgste constitue donc un nou- 
veau dividende , sur lequel nous pouvons raisonner comme 
sur le dividende proposé. Le premier terme de ce nouveau 
dividende est le produit du premier terme du diviseur par 
le premier terme du quotient correspondant; en divisant 
le premier terme du reste par le premier ternie du divi- 
seur, on aura donc le second terme du quotient, etc. 

Rien n’est changé dans le raisonnement quand on sup- 
pose les polynômes ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes d’une même lettre. 

On déduit de là la règle suivante : 

Règle. Pour diviser deux polynômes entiers l’un par 
l'autre, on ordonne ces deux polynômes par rapport aux 
puissances décroissantes ou par rapport aux puissances crois- 
santes d’une même lettre; on divise le premier terme du divi- 
dende par le premier terme du diviseur, ce qui donne le 
premier terme du quotient ; on multiplie le diviseur par ce 
premier terme du quotient et on retranche le produit du divi- 
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dende; on divise le premier terme du reste par le premier 
terme du diviseur, ce qui donne le deuxième terme du quo- 
tient; on multiplie le diviseur par ce deuxième terme du 
quotient, et on retranche le produit du premier reste; on 
divise le premier terme de ce deuxième reste par le premier 
terme du diviseur , et l'on continue de celte manière jusqu'à 
ce que l'on arrive au dernier terme du quotient. 

On obtient directement le dernier terme du quotient, eu 
divisant le dernier terme du dividende par le dernier terme 
du diviseur. Car dans la multiplication de deux polynômes 
ordonnés, le dernier terme du produit provient aussi sans 
réduction de la multiplication du dernier terme du multi- 
plicande par le dernier terme du multiplicateur. Arrivé au 
dernier terme, on doit trouver ensuite un reste nul si la 
division se fait exactement. 

11 est clair que la loi des signes est la même que dans la 
multiplication ; si les deux termes que l’on divise l’un par 
l’autre ont le même signe, le terme du quotient devra être 
affecté du signe -f ; s’ils ont des signes contraires, le terme 
du quotient devra être affecté du signe — . 

66. Soit à diviser le polynôme 

8 a 5 — s6a‘6 4- ’jd > b > -f- 3oa*6 !l — aiab' -(- 36 s 
par le polynôme 

aa 3 — ôa'b — 5ab* 4- b*. 

On dispose l’opération de la manière suivante : 

8a 5 — a6a k 64 _ ya’fc’-f-^oa’ô 1 — 22afc'-)-36 5 2 a’ — 5a*b — 5ab 2 -j-b 3 
— 8 a J 4 -i 2 a‘ 64 *aoa , 6 ï — ba'b 3 4 a * — 7064 - 36* 

— 2 Üa ! 6 ' — izab'-j-Sb' 

4- 14 u'b — 2 ia 3 6 * — 35 a'b'+fab' 

4 - tia’tr — (ja'6 1 — ibab‘-\- 56* 

— 6a’6’4- 9a'6’4-i5a6‘ — 36 5 
o 
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Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de a. On divise le premier terme 8a 5 
du dividende par le premier terme sa’ du diviseur, ce qui 
donne le premier terme 4 a ' du quotient. On multiplie tout 
le diviseur par 4a* et on retranche le produit du dividende ; 
pour cela on écrit au-dessous du dividende les différents 
termes de ce produit , avec des signes contraires , puis on 
additionne , en réduisant les termes semblables. On obtient 
ainsi le reste 

— 1 + a/a 3 6’ -f- aGa^fc’ — aaaft* -}- 3 b*. 

On divise le premier terme — i4a*6 de ce reste par le 
premier terme sa* du diviseur, ce qui donne le deuxième 
terme — 7 ab du quotient. On observe que ce terme doit 
être affecté du signe — , en vertu de la règle des signes 
établie pour la multiplication des polynômes (n° 51 ) ; en 
effet, le terme 14 a 4 6 du produit ayant le signe — , les deux 
termes qui le produisent doivent avoir des signes contraires; 
mais le terme aa s a le signe -f- ; donc le terme yab aura le 
signe — . On multiplie le diviseur par ce deuxième terme 
et on retranche le produit du reste; on obtient ainsi un 
deuxième reste 

— qo’ft 1 — i5a6 4 -j-56”'. 

On divise le premier -J- 6 n’6’ de deuxième reste par le pre- 
mier terme 2a 3 du diviseur, ce qui donne le troisième terme 
-j- 36* du quotient. O11 multiplie le diviseur par ce troisième 
terme du quotient , et on retranche le produit du deuxième 
reste; on trouve zéro. L’opération est terminée. Le quotient 
demandé est 

4a ? — 7 ab -j-56’. 

Remarquons que l’on aurait trouvé immédiatement le 
dernier terme -j- 34' du quotient en divisant le dernier terme 
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4 56 5 du dividende par le dernier terme 4 6 3 du diviseur. 

Le degré du quotient par rapport à la lettre ordonnatrice 
est égal au degré du dividende, moins celui du diviseur. 


67. Soit encore à diviser 


par 


4x‘ — gx* 4 6x — i 
3X 1 — 3x4 


* 


Le polynôme dividende n’étant pas complet, on laissera 
des intervalles vides afin de pouvoir placer les termes sem- 
blables les uns au-dessous des autres. 


[>x y 


— 9X i -)-6a: — î 


— 4 rk + 6jr 3 — ax ! 


ax* — 3x4 1 

ax*4^x — î 


-j-Gx 3 — î ix*-f-6x — î 
— Gx 3 4 gx ! — 3x 

— ax 5 4-3x — î 
4 ax ! — 3x-J-i 


o 


68. Remarque I. Quand les polynômes proposés renfer- 
ment plusieurs termes non semblables du même degré par 
rapport à la lettre ordonnatrice, les coefficients des diverses 
puissances de cette lettre sont des polynômes et l'opération 
devient très-compliquée. Soit à diviser le polynôme 

(a‘ — a 3 6 -f a*6 ! — a6 s ) x ‘ + ( a ' — 3a k b + a’6* 4 6‘)x 5 
4- (_ a’fe -f aa’ô" — aa’6‘ — aaft 5 — 6 S ) x 1 
4 (a‘6 3 -f a a’i* — a’fc 1 4 aè 6 4 b 1 ) x — (a , b c 4 b*) 
par 

(a 5 4 b , )x i - (a-l> 4 ab‘)x 4 b\ 

On disposera l’opération de la manière suivante: 
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fl* 

— a’i 
-faV 
— ai* 

x‘-|- o‘ 
— 3 a‘ft 
-f a 5 !» 1 
+ * s 

x s — a 1 b 
+ îa'b 

— a a’ft 

2 fl 6 * 

— ft 6 

*’+ a‘6 

-f aa 3 6‘ 
— aV.» 
•f a6 4 
+ fc 7 

x—aW 

—b* 

a* 

+ 6* 


«* 
— ab 


-f a‘ft 
-f- a’ft* 

— aV 

— 0*6’ 

— a'6* 
-f- ai 5 
+ a*b 
+ a l b’ 

— a 1 /; 1 
-f 2a ! 6 4 

— 6 7 
— a ‘A 3 

-fa 3 6 4 

-j-6" 


0 



o 5 

— 2rt*6 

-f a*é* 

— 2 a‘6 s 

— 2a 3 6 s 

+ a*&‘ 

+ ab* 

— a'b' 

— a*/» 5 

— ab* 




— a'b* 

O 




+ 6“ 

— fl‘6* 
2(1*6* 

— 6» 

1 




+ 6* 


x — a’b 1 
— 6 * 


l" division partielle. 


— a’ 


— a*6 s 


— «*/> 
-f fl’ft 


— «fc 3 
+ nft’ 


a ! -f- 6* 


a* — ab 


2' division partielle. 


a’ — aa'b-j-aW— a7» 3 -J-6 5 
-a* — a 3 /»* 


1(1' h 

4- aa‘/r 


— aV + ft* 
-f- aa’6’ 


a* + /,» 


a s — aa'fc + 6 3 


-f a*/> 3 -f/; s 

— a ! 6 3 _6» 


S* division partielle. 

— a‘6 1 — 20*6* — 6 B 
+ fl l 6»-f a’ft* 


— a*6‘ — /<“ 

-f 

O 


+ 6 ’ 


—a'b’—b- 


Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x et les coefficients sont eux-mêmes 
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ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de a. 
Pour avoir le premier terme du quotient, il faut diviser le 
premier terme du dividende par le premier terme du divi- 
seur ; on divisera donc le coefficient 

a* — a*6 -(- a’ii* — al)’ 

du premier terme du dividende par le coefficient a’-j- 6 1 du 
premier terme du diviseur; faisant cette division à part, on 
trouve ainsi 

(a* — ab)x * 

pour le premier terme du quotient. On multiplie le diviseur 
par le premier terme du quotient et on écrit le résultat 
avec des signes contraires au-dessous du dividende et daus 
les colonnes verticales convenables. Il est inutile d’écrire le 
produit du premier terme du diviseur , car on sait d'avance 
que ce produit détruira le premier terme du dividende. 
Comme il suffit de connaître le premier terme du reste 
pour continuer l’opération, on ne fera la réduction des 
termes semblables que dans la deuxième colonne verticale. 

Pour avoir le deuxième terme du quotient, on divise le 
premier terme du reste par le premier terme du diviseur, ce 
qui exige que l’on effectue à part la division du coefficient 

a? — aa‘6 -f- o*6 ? — aV -f 6 5 

de ce premier terme par le coefficient a*+ 6 S du premier 
terme du diviseur ; on trouve ainsi 

4 " («’ — 2 0*6 4 - P) X 

pour le deuxième terme du quotient. On multiplie le divi- 
seur par le deuxième terme du quotient, et on écrit le 
résultat avec des signes contraires au-dessous du dividende 
et dans les. colonnes convenables; il est inutile d’écrire le 
produit du premier terme du diviseur, puisqu’on sait que 
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ce produit détruit le premier terme du reste. On réduira 
les termes semblables dans la troisième colonne verticale , 
afin d’avoir le premier terme du nouveau reste. 

Divisant à part le coefficient 

— a‘6’ — 2 a’6‘ — 6* 

du premier terme du deuxième reste par le coefficient 
« s -(- 6* du premier terme du diviseur, on obtient le troisième 
terme du quotient 

— a ! 6 ? — J>‘. 

On multiplie le diviseur par le troisième terme du quotient 
et on écrit le résultat avec des signes contraires au-dessous 
du dividende ; il est inutile comme précédemment d’écrirè 
' le produit du premier terme du diviseur. Réduisant les 
termes semblables dans la quatrième et la cinquième co- 
lonnes verticales , on trouve un reste nul. L’opération est 
terminée. 

ü9. Remarque II. Les raisonnements précédents et les 
conclusions que nous en avons tirées supposent qu’il existe 
un polynôme entier qui , multiplié par le diviseur, repro- 
duit le dividende. Voyons à quels caractères on reconnaît 
la possibilité de la division. 

Les polynômes étant ordonnés par rapport aux puis- 
sances croissantes ou décroissantes d’une même lettre, il 
est nécessaire d’abord que le premier terme du dividende 
soit divisible par le premier terme du diviseur et le dernier 
terme du dividende par le dernier terme du diviseur. Soit, 
par exemple, à diviser 

x 5 — 3ar l — 5x* -}- jx* — 8t 
par 

x : ‘ — 

Le dernier terme 8.r du dividende n’est pas divisible par le 
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dernier terme l^x 1 du diviseur; donc la division est impos- 
sible. 

Si ces deux conditions sont remplies, on effectuera la 
division par le procédé ordinaire ; si l’opération ne conduit 
pas au dernier terme tel qu’on l’a obtenu directement, la 
division est impossible. Soit, par exemple, à diviser 


i — 4x- (-3jr’. 


Le prenfier terme du dividende est divisible par le premier 
terme dy diviseur, ce qui donne 2 pour le premier terme 
du quotient; le dernier terme est aussi divisible par le der- 
nier terme , ce qui donne — ax s pour le dernier terme du 1 
quotient. Effectuons l’opération suivant le procédé ordi- 
naire. 

a — 5x — 5x’-f- 4x s — 6x* 1 — 4x-f-3x* 

— a-j-8x — 6x* a + Sx-J-gx 1 

+ 5x — ux* -f- — 6x* 

— 5x -f- aox* — 1 5x 5 

-)- 9 X*— ux* — 6x* 

* 

L’opération nous conduit à un dernier terme -j- 9X’, qui 
n’est pas égal au dernier terme — ax’ tel qu’on l’a trouvé 
directement. Donc la division est impossible. 

Soit encore à diviser 


par 


x* — 5x’ — ax’-}-3x-f-4 
x* — ax-f- 3. 


La division des deux derniers termes donne ^ pour le der- 
nier terme du quotient. Mais le coefficient du premier 
terme du. diviseur étant l’unité, on n’aura dans le calcul 


que des coefficients entiers, et par conséquent on n’arrivera 
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pas à un dernier terme fractionnaire. Donc la division est 
impossible. 

Si l’opération conduit au dernier terme tel qu’on l’a ob- 
tenu à priori, il faut encore que le reste suivant soit nul. 
Soit, par exemple, à diviser 

2 — 5x — i(ir* -)- 4-r s — tte* 
par 

_ i — [\x-\-3x'. 

L’opération conduit au dernier terme — 2 x* tel qu’on l’ob- 
tient directement, mais le reste suivant n’est pas uul. Donc 
la division est impossible. 

70. Remarque 111. En général, on ordonne les deux 
polynômes par rapport aux puissances décroissantes de la 
lettre x, par exemple. Soit m le degré du dividende, w celui 
du diviseur, m étant supposé plus grand que n ; en effec- 
tuant l’opération , on obtient au quotient un polynôme en- 
tier du degré m — n. On observe que les degrés des restes 
successifs iront en diminuant d’unité en unité ; on poussera 
l’opération jusqu’à ce que l’on arrive à un reste d’un degré 
inférieur à celui du diviseur. Si ce reste est nul , la divi- 
sion se fait exactement et le quotient est entier. S’il n’est pas 
nul , il est impossible de continuer plus loin l’opération ; le 
quotient est fractionnaire, et pour le compléter ou ajoute 
une fraction ayant pour numérateur le dernier reste , et 
pour dénominateur le diviseur. En voici un exemple : 

x* — yx’-f- iox’tJ- yx—5 x 1 — 5x-f-3 

— x* 5 x' — Sx* x 1 — ix — 3 

— ax’ -(- 7X X + yx — 5 
_j_ ax* — î ox* -f- 6 x 

— 3x* -j-i5x — 5 
-f- 3x’ — 1 5x -f- 9 
— ax + 4 
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On a 

x‘ — 7X*4- îox 1 -!- nx — 5 „ _ ax — A 

1 ! 1 r.* nJT J 

x* — 5t+5 x’ — 5x-f-3' 

71. En résumant ce qui précède., on voit qu’une opéra- 
tion algébrique a pour b.ut de composer un polynôme au 
moyen de deux ou de plusieurs polynômes donnés , d’après 
certaines règles déterminées. 

A un point de vue plus général , on peut considérer une 
opération algébrique comme ayant pour but de transformer 
une expression en une autre équivalente. On dit que deux 
expressions algébriques sont équivalentes lorsqu’elles four- 
nissent le môme résultat , quelles que soient les valeurs nu- 
mériques attrijgiées aux lettres. Ainsi les deux expressions 

(« + *)*, 

a'- 206 -|- b 1 , 

qui indiquent deux séries d’opérations différentes à effec- 
tuer sur les quantités a et b , conduiront toujours au même 
résultat, quelles que soientles valeurs particulières attribuées 
aux lettres a et b; ces deux expressions sont donc équiva- 
lentes, et l’on peut remplacer l’une par l’autre à volonté. 
11 est clair que les opérations algébriques transforment les 
expressions en d’autres équivalentes ; car, dans les raison- 
nements , les lettres représentent des quantités quelconques, 
et non telles ou telles valeurs particulières. 

Fractions algébriques. 

72. On appelle fraction algébrique le quotient de deux 
quantités quelconques, entières ou fractionnaires, positives 
ou négatives. Les fractions algébriques jouissent des mêmes 
propriétés que les fractions arithmétiques. 
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quotient cherché égale 

ad 

car, si l’on multiplie ce quotient par le diviseur, et si l’on 
simplifie, on reproduit le dividende. 

73. Théorème IV. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales 
et qu’on ajoute les numérateurs et les dénominateurs , on 
forme une nouvelle fraction égale à chacune des fractions 
proposées. 

Soient les fractions égales 

a à a" 

b = V~V ! ~ 

Si l’on désigne par q la valeur de chacune d’elles, on a 

a a 1 a" 

b ~ q ’ b'~ q ’ V~ q ’ 

ou 

a = bq , a'— b'q , a"— b"q, 

Si l’on ajoute ces diverses égalités membre à membre, il 
vient 

« + «r + rf'+ =.(fc + fc’ + 6 , ' + )q. 

d’où 

a + a’-(- a! + 

b + b'+b "~ (- ~ q ’ 

Corollaire 1. Lorsqu’on a plusieurs fractions égales , si , 
après avoir multiplié les deux termes de chacune d'elles par 
une même quantité , on ajoute les nominateurs et les dénomi- 
nateurs , on forme une nouvelle fraction égale à chacune des 
fractions proposées. 
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Soient les fractions égales 

a o' __ a* _ 

6 V ~ V' ■*”' 

Si l’on multiplie les deux termes de la première par m , 
ceux de la seconde par m', on obtient des fractions 

ma m'a' m"a" 

= = 

égales respectivement aux fractions proposées , et par con- 
séquent égales entre elles. Donc la nouvelle fraction 

ma + m''o" -f- 

mb -|- m!b'-\- m"b" -|- 

est aussi égale à chacune des fractions proposées. 

Corollaire II. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales, la 
fraction formée en prenant la racine carrée de la somme des 
carrés des numérateurs , et la racine carrée de la somme des 
carrés des dénominateurs est égale à chacune des fractions 
proposées. 

En effet, les carrés des fractions égales 
a a’ _ a" _ 

b~b , ~V'~ 

sont des fractions égales 

°* _ a'* _ a”* _ 
b'~ b 1 ~¥ i ~ 


En vertu du théorème précédent, on a 

a , + a' , + a"‘ + _ a’ 

6» -J- 4- * '» -f- ~6' ; 
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si l’on prend la racine carrée , il vient 


V/a , + a'* + a"' + .... a 

V/ b^l> ,r + b''' + 7Z _ 6 « 

Applications. i° Trouver les côtés d’un rectangle sem- 
blable à un rectangle donné , connaissant le périmètre. 

Appelons a et 6 les deux côtés du rectangle donné , 2 p le 
périmètre donné, x et y les deux côtés du rectangle cherché. 

On a les rapports égaux 

x y 

a b' 

En ajoutant les numérateurs et les dénominateurs, on 
forme la fraction égale 

#4 y _ p . 
a-f-6 a-}- b’ 

on a donc 



d’où l’on déduit, en égalant chacune des deux premières 
fractions à la troisième, 

jr— —E!L- „=-EL. 

a-}-6’ a-\-b 

2 * Trouver les côtés d’un rectangle semblable à un rec- 
tangle donné , connaissant la diagonale d. 

Si l’on applique le corollaire II aux deux fractions égales 

X IJ 

â~b’ 
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on forme la fraction égale 

Vx* -f y 1 d 

Va * + 6* "" l/V+6*' 

On a donc 

x _ y ^ 

d’où l’on déduit 

da db 

_|/o ï +6'’ l/a’+h 1 ' 

3° Trouver les côtés d’un rectangle semblable à un rec- 
tangle donné, connaissant l'excès e du demi-périmètre sur 
la diagonale. 

Les deux factions égales 

x_y 
a b 

donnent naissance aux deux fractions égales 

x+y Vx' + y 1 

a + 6’ 6 Va * + 6*’ 

qui, à leur tour, produisent la fraction égale 

a-}- y— Vx’-j-y * « 

a-j-6 — VQ 1 -\-b* a-\-b — -j— 

On a donc 

x _ y _ « 

a b a^b — Va'+b 1 ' 

d’où l’on déduit les valeurs de x et de y. • 
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EXERCICES. 
Questions résolues. 


74. Question I. Diviser x m — a m par x — a. 
x" — a m x — a 

i ,r reste. . . . ax" -1 — a" x" -1 -j- ax m ~* -{- a’x* - * . . . -f- a*~’x -j- a" - 1 
a' reste. . . a t x n ~ i — a m 


a m ~‘x—a m 

Dernier reste, a" — a"=o 

La loi des termes du quotient est facile à observer. Tous 
les termes sont positifs ; les exposants de x vont en dimi- 
nuant , tandis que ceux de a vont en augmentant. Le der- 
nier reste étant nul , la division se fait exactement , quel 
que soit l’exposant m. On a donc 

=x m -‘4-ax m - , -^-a , x’"-^..4-o m - ! x-l-a"- , . 
x — a 11 

Ce résultat est d’un usage fréquent en algèbre; il est bon 
de se le rappeler. 

On pouvait d’ailleurs reconnaître à priori la possibilité de 
la division. En effet, on sait qu’en effectuant l’opération 
on trouvera un quotient entier du degré m — î par rapport 
à x et un reste du degré o par rapport à x, c’est-à-dire in- 
dépendant de x. Si donc on désigne par q le quotient , par r 
le reste , on aura 

x" — a” — (x — a)q-\- r. 

Cette égalité a lieu quelle que soit la valeur de x ; or, 
donnons à x la valeur a , le premier membre devient nul , 
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le premier terme du second membre devient aussi nul ; car 
le facteur x — a devenant nul, et le polynôme entier q 
prenant nécessairement une valeur finie , le produit devient 
nul ; donc le reste r est nul , et il est identiquement nul , 
c’est-à-dire qu’il est nul, quel que soit x, puisqu’il ne 
contient pas cette lettre. Donc la division est possible. 

75. Question II. Diviser x m + a m par x — a. 
x m -fa" x — a 

i w reste , ... a a" x + ar"“ i + a’x w '~ > . . . -f a^x -f a" 77 

a' reste. . . . aV* -1 -}- a* 


a” 

Dernier reste. a m -j- 2a” 

Le quotient est le même que dans l’exemple précédent ; 
seulement le dernier reste, au lieu d’être nul , est égal à 
2 a*. La division est impossible. Le quotient est fraction- 
naire et l’on a 


1 _ w» 

S -f - a 
x — a 


j ‘-f-crr"- * 


...-fa” 



On peut aussi reconnaître à priori l’impossibilité de la 
division. Car, en appelant toujours q le quotient, r le reste, 
on a 

.r“-f-a ra = (jr— a)q + r; 


d’où l’on déduit, en faisant x — a. 


>a m = r. 

76. Question III. Diviser x m — a* par x -f a. 

Il faut ici distinguer deux cas , suivant que m est pair ou 
impair. 
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1 ° ni pair. 

x m —a n 3-+ a 

j*'restc. . . —a i"' 1 — a m x m ~‘ — a a’x" - ’— . .. -f-a" - ** — a"' 1 
a* reste... -j-o ! x m ' 1 — a'" 


—a m ~'x—a m 

Dernier. . . -(-a" — a"=o 

Les termes du quotient sont affectés alternativement du 
signe -f- et du signe — . Le quotient , étant un polynôme 
complet du degré m — i , contient m termes , c’est-à-dire 
un nombre pair de termes , si m est pair ; comme les signes 
alternent en commençant par le signe -f- , le dernier terme 
sera affecté du signe — , et par conséquent le dernier reste 
sera -f- a* — a* ou zéro. Ainsi, dans ce cas, la division 
est possible. 

2° Si m est impair , le quotient, ayant un nombre impair 
de termes, se termine par le signe + , et le reste est 
— a* — a* ou — 2«*. Ainsi, dans ce cas, la division est 
impossible. 

Question IV. Diviser x m -f- a ,n par x + a. 

Le quotient a la même forme que dans l’exemple précé- 
dent. Si m est impair, le dernier terme du quotient a le 
signe -j- ; on a pour reste — «* -f a m , c’est-à-dire zéro; la 
division est possible. Mais si m est pair , le dernier tenue 
du quotient a le signe — ; on a pour reste -f- a*-f- a", 
c’est-à-dire 2 a"; la division est impossible. 

On peut rattacher ces deux derniers exemples aux deux 
précédents par des considérations sur les changements de 
signes. Nous savons que quand on change le signe d’une 
lettre , les puissances impaires de cette lettre changent de 
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signes , et qpe les puissances paires ne changent pas. La 
division effectuée au n° 74 prouve que l’on a 

x" — a" = (x - a) (x— • + ar"-’ + iV .. . + a"- •) ; 

changeons le signe de a ; si m est pair, nous aurons 

— a" = (1 + a) (x- — oj ™ - 1 + a ’r" - ' . . . - a ” - ' ) ; 

et, si m est impair, 

x" + a" = (x+ a) (x—* — ox m -’ + a s y"-* ... + a"-'). 

On en conclut que x m — a”‘ est divisible par x + a , quand m 
est pair, et que x m a m est divisible par x -f* « quand m 
est impair. 

• ™ « 

Questions à résoudre. 

Question J. Faire la multiplication 
(a 1 + ali + 6’) (a — b). 

Réponse : Le produit est a* — b 3 . 

Question H. Faire la multiplication 
(a* — ah -f- b') (a b). 

Réponse : a 1 + b 3 . 

Question 111. Faire la multiplication 

(«•+«— 'fc+<r-W...'+6-)(«-6). 

Réponse : «" + l — b m+ \ 

Question IV. Faire la multiplication 
(3a*x — 5b')$a 3 x-{-5h') 

Réponse : ya‘x’ — ijb‘ . 

0 
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Question V. Faire la multiplication 

(5a6-j*3ac — c’)(— 5ab-\-3ac — c*). 
Réponse : — a5a’6 ! -}- gaV — Gac' -f- c‘. 




Question VI. Faire la division 


20* — 1 3 a s b -|- 3 1 a’6* — 38afc 5 346* 

a a* — 3o6 -(- 4^’ 


Réponse : 


a*-5a6 + 6ô\ 


Question VII. Faire la division 

4 x* — 90*0:’ -(- Ga'x — o* 
ax* — 3 o.T-j-o s 

Réponse: •xx i -\- f ôax — a*. 

Question VIII. Calculer 

o 6 — 6 6 
o>— 6*' 

Réponse: a‘-f 

Question IX. Calculer 

ia5a s — 

5o — 2Ü> 

Réponse : a 5 o* -}- 1 oab -f- 46*. 


Question X. Multiplier le polynôme 

(a — 6)#* + a(a — 6)x — al» 1 


par 

Réponse : 


(o-f-6)jr — a*. 


(a* — b')x' -j- ab{a — ft)ar* — (a 1 — a'b -)- a'6 1 -)- ab ') x-j- a ’6 S 


Digitized by Google 


LIVRE II. CALCUL ALGÉBRIQUE. «3 

Question XI. Simplifier l’ expression 

6ab / c -f- d d\ 

3c— d 4 3/’ 

Réponse : 

a ' 

Question XII. Simplifier l’expression 

a — b 

a — 

î -\-ab 

a(q — b) ' 

^ i+ab 

te 

Réponse : h. 

Question XIII. Vérifier l’égalité 

(a’+ 6 l )(a'*+ 6'») - (oa'+ 66')’= (ai'- 6a')*. 

Question XIV. Vérifier l’égalité 

(a*+ i , +c*)(o'*+i'*+c'‘) - (aa'+ bb'+ cc')* 

= (ai'— io') , 4-(6c'-ci') 3 + (ca'— ac')\ 
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LIVRE III. 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 


Définitions. 


17. Une identité est une égalité évidente par elle- même, • 
comme 


a — a. 


Une équation est une égalité dans laquelle entrent une 
ou plusieurs lettres désignant des quantités inconnues. 

Résoudre des équations, c’est trouver les valeurs des in- 
connues qui satisfont aux équations proposées , c’est-à-dire 
qui rendent égaux les deux membres de chacune d’elles. Si 
l’on remplace les inconnues par leurs valeurs , les équations 
deviennent des identités. 

On dit que deux équations sont équivalentes lorsque toutes 
les valeurs des inconnues qui satisfont à l’une satisfont à 
l’autre et réciproquement. 

Deux systèmes d’équations simultanées sont équivalents 
lorsque toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l’un 
satisfont à l’autre et réciproquement. 

Il est clair que dans la résolution des équations , on peut 
remplacer une équation par une équation équivalente, un 
système d’équations par un système équivalent. 

7X. On appelle degré d’une équation la plus grande 
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4k. 

somme des exposants de toutes les inconnues dans un même 
terme. Ainsi les équations 

5x — 7 =a4-f-ax, 

7 .r-f 6 y = 4 o 

sont du premier degré. Les équations 

4x ! — ?x=i5, , 

5x — 5y = 2 x 1 / — 5 

sont du second degré ; dans cette dernière le terme 2 xy est 
du second degré par rapport aux deux inconnues x et y. 

On a classé les équations d’après leur degré. Nous nous 
occuperons d’abord des équations du premier degré. 

RÉSOLUTION D’UNE ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ 
A UNE INCONNUE. 

79. La résolution d’une équation du premier degré à une 
inconnue dépend de principes très-simples dont nous avons 
déjà parlé dans l’introduction (n°’ 7 et 8) et que nous allons 
exposer avec plus de détail. 

Théorème 1. Si aux deux membres d'une équation on 
ajoute une même quantité, ou si des deux membres on re- 
tranche une même quantité , on transforme cette équalipn 
en une autre équivalente. 

Appelons A et B les deux membres de l’équation propo- 
sée , qui sera ainsi représentée par 

A = B, 

et, afin de simplifier, supposons qu’elle ne contienne qu’une 
seule inconnue x. Une solution de cette équation est une 
valeur de x qui rend les deux expressions algébriques A et B 
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égales entre elles. En ajoutant aux deux membres la même 
quantité C , nous formerons une nouvelle équation 
A-f-C = B+C, 

équivalente à la proposée. En effet, toute valeur de x , qui 
satisfait à la première équation , satisfait aussi à la seconde ; 
car, si aux deux quantités égales À et B , on ajoute la même 
quantité G , on obtienf deux quantités égales A -f- C et 
B + C. Réciproquement, toute valeur de x qui satisfait à 
la seconde équation , satisfait aussi à la première ; car, si 
des deux quantités égales A -|- C et B -f- C on retranche la 
même quantité C, ou obtient deux restes égaux A et B. 
Les deux équations, admettant les mêmes solutions, sont 
donc équivalentes. 

On démontrerait de la même manière qu’en retranchant 
une même quantité C des deux membres de l’équation pro- 
posée, on forme une nouvelle équation équivalente 
A — C = B — C. 

80. Corollaire I. Un terme quelconque d'une iqtialion 
peut être écrit dans f autre membre avec un signe contraire. 
Soit l’équation 

6x — 7= i3-f ax. 

Si nous ajoutons 7 aux deux membres , l’équation devient 
6x= 13-I-2X + 7; 

le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, 
est passé dans le second membre avec le signe +. De 
même, si nous retranchons sxdes deux membres, l’équa- 
tion devient 

Gx — ix — i3-f-7; 

le terme ax , qui avait le signe -f dans le second membre , 
est passé dans le premier avec le signe — . 
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81. Corollaire II. On. peut changer les signes de lotis 
les termes d'une équation. Soit l’équation 

io — 3x=5x — 6. 

Si l’on fait passer dans le second membre tous les termes 
du premier et réciproquement, cette équatiou devient 

— 5x-(-6 = — io-|- 5x, 
ou , en transposant les deux membres 

— io-j-3.r — — 5 j"-|-6. 

82. Théorème II. Si l'on multiplie nu si I on divise les 
deux membres d'une équation par une même quantité ne 
renfermant aucune inconnue , on transforme cette équation 
en une équation équivalente. 

En vertu du théorème précédent , nous pouvons suppo- 
ser que l’on a fait passer tous les termes de l’équation dans 
le preiqier membre ; de sorte que , si nous appelons A ce 
premier membre, l’équation sera représentée par 

A = o. 

Une solution de cette équation est une valeur de x qui rend 
l’expression algébrique A égale à zéro. En multipliant tous 
les termes de cette équation par un nombre donné m , nous 
formerons une nouvelle équation 

mA = o, 

équivalente à l’équation proposée. En effet, toute valeur 
de x qui satisfait à la première équation satisfait aussi à la 
seconde ; car, si la quantité A est nulle, le produit de cette 
quantité par le nombre m est aussi nul. Réciproquement, 
toute valeur de x qui satisfait à la seconde équation satis- 
fait aussi à la première; car, si le produit roA est nul, il 
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faut que l’un des deux facteurs le soit; mais le nombre 
donné m n’est pas nul, donc l’autre facteur A est nécessai- 
rement nul. Les deux équations , admettant les mêmes so- 
lutions , sont équivalentes. 

De même, si l’on divise tous les termes par un même 
nombre m , on transforme l’éqiiation proposée en une autre 

A 

. — = o 

m 

équivalente. 

83. Remarque. Pour la rigueur du raisonnement, il im- 
porte que le multiplicateur m ne soit ni nul , ni infini, et 
pour cela il faut que ce multiplicateur ne contienne pas 
l’inconnue. Supposons, par exemple, que l’on ait multi- 
plié par x — 2 ; l’équation 

(jr — a) A = o 

admet bien toutes les solutions de l’équation A = o ; mais 
elle admet en outre la solution x = 2 , qui annule le multi- 
plicateur. Ainsi , la seconde équation n’est pas équivalente 
à la première , puisque , outre les solutions de la première , 
elle en admet encore une autre. 

On voit comment la multiplication par une quantité 
contenant l’inconnue introduit dans l’équation des solu- 
tions étrangères à la question. Quand une semblable opé- 
ration sera nécessaire , on tiendra compte de cette circon- 
stance, et parmi les solutions trouvées, on distinguera 
celles qui satisfont réellement à l’équation proposée. 

Au contraire la division , par une quantité contenant 
l’inconnue, peut faire disparaître une ou plusieurs solu- 
tions de la question. 

84. Corollaire. On fait disparaître les dénominateurs 
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d'une équation en multipliant tous les termes de l'équation 
par le plus petit multiple des dénominateurs. 

Soit l’équation 

y. T 5 l . JJ' 

8 - 4 12 

Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est «4* 
Si nous multiplions tous les termes de l’équation par 24 , 
il est clair que les dénominateurs disparaissent ; l’équation 
devient 

aix — 18 = 4 + ioj'. 

Pour faire cette multiplication , on multiplie le numérateur 
de chaque terme par le quotient du plus petit multiple par 
le dénominateur, et l’on ôte ce dénominateur; ainsi, nous 
avons multiplié les numérateurs par les quotients 5,6, 4, 2 
du plus petit multiple 24 par les différents dénomina- 
teurs. 

Si l’équation ne contient qu’un seul dénominateur, on 
multipliera par ce dénominateur. 

Si l’on éprouve quelque difficulté à trouver le plus petit 
multiple, on multipliera par le produit des dénominateurs, 
qui est un multiple commun. 

85. Nous pouvons énoncer maintenant la règle à suivre 
pour résoudre une équation du premier degré à une incon- 
nue ; r on chasse les dénominateurs s'il y en a; 2 ° on fait 
passer les termes inconnus dans le premier membre , 1rs 
termes connus dans le second membre, et l’on réduit les uns 
et les autres ; 5* enfin on dicise par le coefficient de l' in- 
connue. 

Reprenons l’équation 
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Chassons d’abord les dénominateurs, cette équation de- 
vient 

2 IX — 18 = 4 + iox. 

Ensuite , faisons passer les termes inconnus dans le pre- 
mier membre, les termes connus dans le second, nous 
avons 

21X — iox = 44" *8, 

ou, en réduisant, 

1 ix= 22. 

Enfin , divisons par 1 1 , il .vient 

22 
1 1 

On voit que la méthode consiste à transformer l’équation 
proposée en une série d’équations équivalentes jusqu’à ce 
que l’on arrive à une équation de la forme x — 2 . Mais cette 
dernière équation est évidemment satisfaite, si l’on donne à 
l'inconnue la valeur 2 , et ne l’est par aucune autre va- 
leur; donc l’équation proposée, qui est équivalente à cette 
dernière , admet la solution x — 2 et n’eu admet aucune 
autre. 


86 . Considérons encore l’équation 


X - 2X 

4 +7 = T ’ 


que nous avons déjà résolue (n° 9) . Les deux dénominateurs 
étant premiers entre eux , leur plus petit multiple est leur 
produit ; on multipliera donc par 1 2 , ce qui donne 

3x-|-84 = 8x — 30. 

On en déduit , par la transposition des termes , 

3x— 8x = — 36 — 84 . 

— 5 x — — 120 , 
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et, en changeant les signes des deux membres, 


d’où 

* 


5 #= 120 , 


120 

x=— =a4 


RÉSOLUTION DE PLUSIEURS ÉQUATIONS DU PREMIER 
DEGRÉ A PLUSIEURS INCONNUES PAR LA MÉTHODE 
DITE DE SUBSTITUTION. 


87. Si l’on n’avait qu’une équation à deux inconnues 
x et y, l’équation admettrait une infinité de solutions ; car 
on pourrait donner à x une valeur quelconque, et il en ré- 
sulterait pour y une valeur correspondante. La question 
serait donc indéterminée. 

Soit, par exemple, l’équation 

5x — ôÿ=9, 
qui, résolue par rapport à y, s’écrit 

_ 5t — 9 


Si l’on donne à x les valeurs a, 3, 4» » on trouve 

pour y les valeurs J, a, Ainsi l’équation est sa- 

tisfaite par les systèmes de valeurs 

, 

*= 3 ’ ÿ= 3’ 

X=3, J/=2, 

. >« 

*=4, .'/-y, 



I 



À 

< 

: 



Chacun d’eux constitue une solution de l’équation propo- 
sée, et il y en a une infinité. 
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Les théorèmes I et II et les transformations qui en résul- 
tent sont vrais d’une manière générale et s’appliquent aux 
équations à plusieurs inconnues. Mais alors il faut entendre 
par équations équivalentes deux équations qui admettent 
les mêmes solutions en nombre infini. 

Si l’on a deux équations simultanées à deux inconnues , 
l'indétermination disparaît ; on ne peut plus prendre x ar- 
bitrairement ; car il faut que les valeurs de x et de y satis- 
fassent à la fois aux deux équations. 

Jlèsolution de deux équations à deux inconnues. 

88 . Parmi les diverses méthodes employées pour effec- 
tuer cette résolution, l’une des meilleures et des plus usi- 
tées est celle dite de substitution. Nous l’avons déjà fait 
connaître dans l’introduction (n” 21). Elle consiste à tirer 
de l'une des deux équations proposées la valeur de l'une des 
inconnues comme si l'autre était connue, et à substituer cette 
valeur dans l'autre équation,- on obtient ainsi une équation 
à une inconnue que l’on résoud par le procédé ordinaire. 

Soient les deux équations simultanées 

(i) 5x— 5y = 9 , 

(a) 7 J--fiiÿ = 45, 

que nous numérotons afin d’abréger le discours. De la pre- 
mière, tirons la valeur de y comme si la valeur de x était 
connue , nous avons 



Substituons cette expression à la place de y dans la seconde 
équation , nous obtiendrons une équation à une inconnue 

f -l) 7-r-j- ii — — '—43- 
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Cette équation , résolue parle procédé habituel , nous donne 
x — 3. En portant cette valeur dans l’expression (5) de y, 
nous trouvons y = a. Telles sont les valeurs des deux in- 
connues. 


89. Il est aisé de voir que cette méthode remplace lê 
système des deux équations proposées (î) et ( 2 ) par le sys- 
tème équivalent des deux équations (3) et (4). En effet, 
nous remarquons d’abord que l’équation (3) 11 ’est autre que 
l’équation ( 1 ) transformée. Si donc, pour certaines valeurs 
de x et de y , les équations ( 1 ) et (a) sont satisfaites, l’é- 
quation (5), qui est la même que l’équation ( 1 ), le sera 
évidemment , et aussi l’équation (4) , qui ne diffère de l’é- 
quation ( 2 ) qu’en ce que la quantité y a été remplacée par 


une quantité égale 



Réciproquement , si , pour cer- 


taines valeurs de x et de y, les équations (5) et (4) sont 
satisfaites, l’équation ( 1 ), qui est la même que l’équation (3), 
le sera évidemment, et aussi l’équation ( 2 ), qui ne diffère 

de l’équation (4) qu’en ce que la quantité — - a été 

O 

remplacée par la quantité égale y. Les deux systèmes d’é- 
quations admettent donc les mêmes solutions , et par con- 
séquent sont équivalents. 

Mais l’équation (4), transformée, devient 


(5) 


j=3. 


On peut donc remplacer le système proposé par le système 
équivalent 


(3) 

(5) 



x = 3. 


L’équation (5) n’est satisfaite que pour la valeur x — 3 ; 
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pour satisfaire' en nERne temps à l’équation (5), il faut 
donner à y la valeur 2 . Ainsi ce dernier système d’équa- 
tions , et par conséquent le système proposé admet la solu- 
tion x = 5 , y = 2 , et n’en admet pas d’autre. 


90. Remarque. Dans la pratique , on profitera de toutes 
les circonstances qui permettent de simplifier le calcul. 

Exemples : 


i° Résoudre les deux équations 

7y — 4x= 2 , 
5y-f-4x=22. 


Les deux coefficients de x étant les mêmes, on tirera de la 
première équation la valeur de x , 



et on substituera dans la seconde , ce qui donne 


%+ 4 



22 . 


Le dénominateur 4 disparait de lui-même, et l’équation 
s’écrit plus simplement 

„ 5ÿ + 7.V — 2 = 22 , 
d’où l’on déduit 

et , en portant cette valeur dans là valeur de x , 

x = 3. 

2 ° Résoudre les deux équations 

i?x— ioy = n, 
i3x — 5y=ig. 

Le coefficient de y, dans la première équation, étant un 
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multiple du coefficient de y dans la seconde , on tirera de 
celle-ci la valeur de y, jr 

i3# — ig 
y= — ’ 

que l’on substituera dans la première, ce qui donne 

i3x — iq 

t 7 x—io = 11 , 


ou , plus simplement , 

17 x — a(i3x — 19) = n. 

On en déduit 

x = 3, y = 4- 
3° Résoudre les équations, 

8x — ny= », 

«9y — 112=11. ' 

Les deux coefficients de x ayant un commun diviseur, de 
la première équation on tirera 

i-fny 


et on substituera dans la seconde , ce qui donne 

i + uj 

«9 y— «a — g — =**»■ 

Si l’on divise par 4 les deux termes de la fraction, cette 
équation se simplifie et devient 


_ i 4 - 1 iy 

, 9V — 3 - = 11. 


On en déduit 


y = 5, X = 7 . 

Résolution de trois équations à trois inconnues. 

91 . La marche à suivre est toujours la môme : de l’une 
des trois équations proposées , on tirera la valeur de l'une 


1 


Digitized by Google 



96 


LEÇONS D'ALGÈBRE. 


des inconnues comme si les valeurs des deux autres étaient 
connues, et on substituera cette valeur dans les deux autres 
équations. On obtiendra ainsi deux équations à deux in- 
connues que l’on résoudra par le procédé indiqué précé- 
demment. 

Soient les trois équations 


(') 

7 x-\-ùZ= 4, 

(a) 

h x -f- qy — 5 s — !>o , 

(3) 

a j — 3ÿ-j-(îj= 1 . 


Si de la première on tire 


(4) 


z — 


4 + 7-* — ôy 


* „ 
O 


et, si l’on substitue dans les deux autres, on a les deux 
équations à deux inconnues 


(5) 


(G) 


i r 4 + 7*— 5 a „ 
4^ + 9 !/ — 5 j = oo. 

- , ,.4 + 7 x—ty 

21" .il/ — p () * ~ — I , 


qui, simplifiées, deviennent 


5ay — aô.r= no, 
î ôi/ — iG.r= 7 . 


La question est ramenée ainsi à la résolution de deux 
équations à. deux inconnues. Si de la dernière on tire 


(7) 


y 


7 -f- [Qj - 

i5 


et, si l’on substitue dans la précédente, on a l’équation à 

une inconnue 

, 7 4- îüx 

( 8 ) , aa = aôr = 110, 

ou, plus simplement, 

4 (7 -f 1 (lr) — a 5 .r =110. 
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Cette dernière équation, résolue, donne x = a. Portant 
cette valeur dans l’équation ( 7 ) , on en déduit y = 5 ; por- 
tant ces deux valeurs dans l’équation ( 4 ) , on a enfin s= 1 . 
Telles sont les valeurs des trois inconnues. 

92. Il est aisé de voir que la méthode transforme l^sys-îr 
tème des trois équations proposées en un système équiva- 
lent des trois équations (4), (5) et ( 6 ). En effet, l’équa- 
tion ( 4 ) est la même que l’équation ( 1 ), et les équations 
(5) et ( 6 ) se déduisent des équations (a) et (3), en rempla- 
çant z par une quantité égale, ou réciproquengmt. 

Mais le système des deux équations (5) et ( 6 ) peut être 
remplacé à son tour par le système équivalent des deux 
équations ( 7 ) et ( 8 ) , et cette dernière , résolue , devient 
x = a. Ainsi , le système des trois équations proposées est 
transformé dans le système équivalent 

4+7* — 5y 


y= 


3 

7+ îüx 


10 


X= 3 . 


La dernière équation n’est satisfaite que par la valeur *=2 ; 
pour satisfaire en même temps à la seconde , il faut donner 
à y la valeur 3, et pour satisfaire à la première, il faut 
donner à z la valeur 1 . Ainsi ce dernier système , et par 
conséquent le système proposé, admet la solution 

x = a, y=3, 2 = 1 , 

et n’en admet pas d’autre. 


93. Remarque. Dans chaque cas particulier, on diri- 
gera les calculs de manière à les simplifier autant que 
possible. Exemples : 

7 
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i° Résoudre les trois équations 

x+ y + 2 = 6, 
ar+ay + 35=io, 
^ + 4ÿ+9 * = 20. 
Si jde la première on tire 

x —(> — y — 2 


et que l’on substitue dans les deux autres, on a les deux 
équations à deux inconnues 

# 6 — y — s-|-2y4-3z = io, 

•>. 6— y— 2 +4.V+9 s = 20 i 
qui, simplifiées, deviennent 

✓ 

a: = 4. 

5y -f- 8;= i4- 

On résoudra ces deux équations en tirant de la première 
y = 4 — ax, 

et, substituant dans la seconde, ce qui donne 


d’où 


3(4-25)4-8= = «4, 




Portant cette valeur dans l’expression de y, on trouve y=a ; 
portant ces deux valeurs dans l’expression de x, on ax=5. 
a 0 Résoudre les trois équations 

5x—?y = i, 

4y — 3s = i , 

• aj" — 2 = 7 . 

Les trois inconnues n’entrent pas dans chacune des trois 
équations et le calcul est plus simple. Si de la troisième 
équation on tire 

: = aj-— 7 . 
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et que l’on substitue dans la seconde, on a 


plus simplement 
ou 


4y — 3(ax — 7 ) = i, 
6x — 4y = a °» 

3x — 2ÿ = 10. 


Cette équation , jointe à la première qui ne contient pas s , 
forme un système de deux équations à deux inconnues 

5x—yy = a, 

3x — a y — io. , 

Si de la dernière on tire 


3x — io 
y= » 

et que l’on substitue dans la précédente, on a l’équation à 
une inconnue 

_ 3x — io 

3x — 7 =a. 

a 

On déduit de là 

x=6, y = 4> z = 5. 

3* Résoudre les trois équations 

8 x— 3y = 47 , 

3x-f-ay — as= 19 , 
ax-f 3s— 3y= 17 . 

Si de la seconde équation on tire 

3x-f- 2ÿ 19 

2 9 


et que Ton substitue dans la troisième , on a l'équation 
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qui , simplifiée , se réduit à 

i 3 x = 9i. 

Cette équation donne immédiatement x = 7. La valeur 
de x étant connue , on tirera de la première équation y =3 ; 
et en portant ces deux valeurs dans l’expression de s , on 
aura z = 4 - * 

Résolution d'un nombre quelconque d’êquatîMâ à un pareil 
nombre d’inconnues. 

94 . La méthode de substitution que nous avons employée 
pour deux et pour trois équations s’applique sans difficulté 
à un plus grand nombre d’équations. Supposons que l’on 
ait à résoudre n équations à n inconnues. De la première 
équation on tirera la valeur de la première inconnue que 
l’on substituera dans toutes les autres équations, ce qui 
donnera n — 1 équations à »i — 1 inconnues qui , jointes à la 
première, formeront un système équivalent au système 
proposé. De la seconde équation de ce second système, on 
tirera de même la valeur de la seconde inconnue que l’on 
substituera dans toutes les suivantes; et le système proposé 
sera transformé en un système équivalent composé d’une 
équation à n inconnues, d’une à n — 1 inconnues, et de n — 9 
équations à n — a inconnues. On continuera de la même 
manière jusqu’à ce que l’on arrive à une équation à une in- 
connue, et alors le système des n équations sera transformé 
en un système équivalent de n équations contenant la 
première les n inconnues, la seconder» — 1, la troisième 
n — 2 , ... , enfin la dernière une seule inconnue. De cette 
dernière équation , on déduira la valeur de la dernière in- 
connue , et en remontant de proche en proche , on trouvera 
successivement les valeurs de toutes les inconnues. 
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(I) 


W 


Appliquons cette méthode à la résolution de quatre équa- 
tions à quatre inconnues 

x — ay-f z — 3u=i, 

7<J — a» — 4 : 4' ,aM = 4) 

J 3a;-f y— 3z+ «* = 9, 

[ a z — x — y-\- 7u==6. 

De la prçpiière équation tirons lavaleur de x, substi- 
tuons-la dans toutes les autres et simplifions, nous trans- 
formerons le système des équations proposées en un autre 
équivalent 

x = 1 -}- a«/ — z -j- 5u , 

3y — ai -j- 6u = 6, 

71/ — 6:-}- iou = 6, 

3î — 3i/ -K 4» = 7- 
De la seconde équation de ce second système , tirons la 
valeur de y et substituons-la dans les deux suivantes , nous 
obtenons le troisième système 

I x= 1 +ay— s -J- 5u, 

6 -4- a; — 6 m 
y= 3 » 

z + 3u = 6, 
z -f- iou= i3. 

Si de la troisième équation de ce troisième système nous 
tirons la valeur de z pour la substituer dans la dernière 
équation, nous arriverons enfin au système . 

jr= î-fay — s-f-ÔM, 

6 -f- as — 6 m 


(4) 


y = 

5 =6 — 3u, 
u= 1. 


En remontant de proche eu proche , on trouve 


JT = 5. 
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95. Remarque I. Dans un grand nombre de cas , on 
abrège beaucoup les calculs en dirigeant convenablement 
les substitutions. Exemples : 

i” Résoudre les cinq équations à cinq inconnues 
y + ax= 4, 
z4-3ÿ= 9. 

u-f-4z=i6, #* 

v-f-5u=a5 , 
x-\- y-\-s-\-u + » = >5. 

On tire de la première 

2 / = 4 — ax; 


de la seconde, en y remplaçant y par sa valeur, 

; = 6.r— 3; 

* 

de la troisième, en y remplaçant s par sa valeur, 
M = a8 — 24#; 

de la quatrième , en y remplaçant u par sa valeur , 
v= îaox — 11 5. 


Les quatre inconnues y,z,u,v sont exprimées ainsi au 
moyen de x; si l’on substitue ces valeurs dans la cin- 
quième équation, on obtiendra donc une équation à une 
seule inconnue 


d’où 


101^=101 , 


X— 1 . 


En portant’ cette valeur de x dans les expressions précé- 
dentes, on trouve 

y = a, z=3, u — 4, s = 5. 

2 ° Résoudre les quatre équations à quatre inconnues 

X 5z = 29 , 

3y — ax-j-w — 5, 

4» — 3z = i3. . , 
qx — 7 «/ — au = 8. 
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Si de la première et de la troisième on tire 

o , = 2 g — 5 z, * 
i3 + 3 2 


103 


u~- 


%: 

> 


et que l’on substitue ces valeurs dans les deux autres, on 
aura deux équations à deux inconnues 
iay-j-43i = 239, 

i »4y+93s = 49 :î - 

Si de la première de ces deux équations on tire 
23g — 4 3* 


et que l’on substitue dans la seconde , on obtient une équa- 
tion à une inconnue 

2573 = 1285, 

d’où 

3 = 5. 


En portant cette valeur dans les expressions précédentes , 
on trouve 

y = 2 , «= 7 , x = 4 - 


96. Remarque II. Souvent une combinaison des équa- 
tions proposées facilite beaucoup la résolution. Exemples : 
1 ° Trouver deux nombres , connaissant leur somme a et 
leur différence 6. 

En appelant a: et y les deux nombres cherchés , on a les 
deux équations 

•*+»=«> 
jr — y = b. 


Ajoutons ce8 deux équations membre à membre, nous 
aurons 


d’où 


aj- = a-\-b, 
rt-f- b 

JC — 

2 
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Retranchons la seconde équation de la première, nous 

u—b 


aurons de môme 
# 


y=- 


2 ® Trouver' quatre nombres, connaissant leurs sommes 
trois à trois. On aura à résoudre les quatre équations 
y-f z + u = o, 
s + u-|-a;=: 6 , 

«+*+y=e> 

•*+» + - = <*• 

En ajoutant ces quatre équations , on a 

3x “j- 3i| “j- 3 z -J— 3m — ü -J- b c -j- d , 
d’où l’on déduit la somme des quatre inconnues 

a-ffe + c-fd 
x+y + z + u = j . 

Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche 
chacune des équations proposées, on trouve immédiate- 
ment les valeurs des inconnues 

_ a+fc+c+d _ 

j- - a, 

a+ 6 +c+d , 

y= 3 b, 

a + ft-f-c-f-d 


u= a+b±c±d_ A 


3° Trouver quatre nombres , connaissant l'excès de la 
somme de trois quelconques d’entre eux sur le qua- 
trième. On aura à résoudre les quatre équations 

J/ + 3+U— x = a, 
j+u + x- y = b, 
u+x-\-y — : = c 

ar+ÿ-j- s — u=d. 
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.At y 

En ajoutant ces quatre équations, on a l’équation 
ax-f - ay ai -f* 2 U = a b -j- c -{- d» 
d’où l’on déduit la somme des inconnues 

a+6-fc-f-d 

*+y + :+ «= • 

■t 

Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche 
chacune des équations proposées, on trouve 

iy= a±b±c+d_ b ' 


d’ou 


o-|-6 + c+d a 


4 a’ 

a -f- 6 -|- c-4~rf b 


4° Résoudre les quatre équations 

*+ a V+ 5 * -f-4» = «» 
y + az + 5u4-4x=6, 
z -|- au-f-3x-|-4y =e, 
u -|- ax 3y + 4-* = d. 


En ajoutant ces quatre équations, on obtient une équation 
iox-j-ioy-}-ioz-f-iou=a-f-b+c-}-d, 
qui donne la somme des quatre inconnues 


*+y+=+ u = 


io 


Pour abréger, nous désignerons par la lettre m le second 
membre qui est connu. 
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En retranchant la seconde équation de la première , la 
troisième de la seconde , la quatrième de la troisième, la 
première de la quatrième, on obtient les équations 

y 4* ~ + u — 3 x = a — b, 
z-^-u-f-x — 3 y — b — c, 

M + x-f-ÿ — 3 z —c — d, 

■r + y — 3 u=d — a. 

Mais nous avons trouve 

x-\ -y z-j-u = m. 

Si donc de cette dernière équation on retranche chacune 
des précédentes , on obtient les valeurs des inconnues 

_ m — a-f-è 


m — b-\-c 



m — c+d. 


4 ’ 

m — d4-a 
u — ! — . 

4 

97. La méthode dont nous venons de faire quelques ap- 
plications repose sur le théorème suivant, dont on se sert 
fréquemment en mathématiques. 

Théorème III. Étant données plusieurs équations, on peut 
remplacer l’une d’elles par l’équation obtenue en ajoutant ou 
en retranchant les équations proposées membre à membre. 

Considérons d’abord deux équations 
(i) A = o, 

(a) B = o, 

que l’on peut toujours mettre sous cette forme en faisant 
passer tous les termes dans le premier membre. Si on les 
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ajoute membre à membre , on forme une nouvelle équation* 
(3) A -j- 15 = o , 

qui peut remplacer l’une des équations combinées, par 
exemple la deuxième , et le système des deux équations 

(i) A=o, 

(3) A-f-B = o, 

sera équivalent au système des deux équations proposées. 
En effet , si , pour de certaines valeurs des inconnues , les 
équations (î) et ( 2 ) sont satisfaites, l’équation (5) le sera 
aussi ; car les deux quantités A et B devenant nulles , leur 
somme A + B est aussi nulle. Réciproquement, si les deux 
équations ( 1 ) et (3) sont satisfaites, l’équation ( 2 ) le sera 
aussi; car la somme A -j- B étant nulle, ainsi que la pre- 
mière partie A , il est nécessaire que la seconde partie B le 
soit aussi. Les deux systèmes, admettant les mêmes solu- 
tions , sont équivalents. 

De môme si , au lieu d’ajouter, on retranche les équa- 
tions membre à membre , on obtient un système 

A = 0 , 

A — B = o, 

équivalent au système proposé. 

98. Corollaire. Avant d’ajouter ou de retrancher les 
équations proposées , on peut multiplier les deux membres 
de chacune d'elles par un nombre arbitraire ; car on sait 
que lorsqu’on multiplie tous les termes d’une équation par 
un même nombre, l’équation reste équivalente à elle-même. 
Si donc, avant d’ajouter, nous multiplions la première équa- 
tion par m , la seconde par n , nous obtiendrons le système 

A = o, 

mA -f- nH = o . . 

équivalent au système proposé. 
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Ceci donne le moyen d’éliminer une inconnue entre deux 
équations; il suffit pour cela de multiplier les deux équa- 
tions par des nombres tels que les deux coefficients de l’in- 
connue qu’on veut éliminer deviennent égaux entre eux, 
puis d’ajouter ou de retrancher suivant qu’ils ont des signes 
contraires ou le môme signe. 

Soient, par exemple, les deux équations 

• ua; — 3y=io, 

par -|- 5y = 38. 

Si nous multiplions la première par 5, la seconde par 5, 
ces deux équations deviennent 

55x — i5y = 5o, 
a?x-j- i5y = u4> 

Si maintenant on ajoute membre à membre, l’inconnue y 
disparaît, et l’on obtient une équation à une inconnue 
8ax= 164, 

d’où 

x = a. 

En remplaçant x par sa valeur dans l’une des deux équa- 
tions proposées, et résolvant par rapport à y, on trouve 

y = 4- 

Ce procédé d’élimination , que l’on appelle méthode de 
réduction , réussit toujours quand on multiplie la première 
équation parle coefficient de l’inconnue qu’on veut éliminer 
dans la seconde équation, et la seconde équation par le 
coefficient de l’inconnue dans la première ; car, après cette 
opération , l’inconnue dont il s’agit a dans les deux équa- 
tions un coefficient égal au produit des deux coefficients 
primitifs. Mais il suffira , si l’on aperçoit aisément le plus 
petit multiple des deux coefficients, de rendre ces deux 
coefficients égaux à ce plus petit multiple. 
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Soient les deux équations 

4x+ 7ÿ = a;; 
(Le — i 3 y= 17. 



DEGRÉ. 


On voit de suite que les deux coefficients de x ont pour 
plus petit multiple 1 2 ; pour éliminer x , on multipliera 4a 
première équation par 3 , la seconde par 2 . Les deux équa- 
tions deviennent 

12 jt -J- ait/ = 8 i, 
îax — 2<>y = 54. 


Puis on retranchera la seconde équation de la première , ce 
qui donne 

47ÿ — 47, 


d’où 


1 


y= 1 . 


En portant cette valeur de y dans la première équation et 
résolvant , on trouve x — 5. 


99. Le théorème que nous avons démontré s’étend sans 
difficulté à un nombre quelconque d’équations. 

Soient les trois équations 

(1) A = o, 

(a) B = o, 

( 3 ) C =0. 

Si on les ajoute membre à membre , on forme une nouvelle 
équation 

( 4 ) A + B + C = o, 

qui peut remplacer l’une des équations combinées , par 
exemple la troisième ; et l’on obtient ainsi un système 

(1) A =0 , 

(a) 9 = o, 

( 4 ) A -J-B -f- C =0 , 

équivalent au système proposé. 
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Il est évident en effet que, lorsque les trois équations ( 1 ), 
(■ 2 ), (5) sont satisfaites? l'équation (4) l’est aussi, et que 
réciproquement, lorsque les équations ( 1 ), ( 2 ), (4) sont 
satisfaites, l’équation (5) l’est aussi. 


/k'TERPRÉTATION UES VALEURS NÉGATIVES DANS LES 
PROBLÈMES. — USAGE ET CALCUL DES QUANTITÉS 
NÉGATIVES. 


100. Nous avons dit (n° 33) qu’un polynôme indique 
une série d’additions et de soustractions à effectuer, et 
nous avons appelé quantités positives les quantités à ajouter, 
quantités négatives les quantités à retrancher. Un polynôme 
se résumant finalement en une quantité à ajouter ou à re- 
trancher, il a dans le premier cas une valeur positive , dans 
le second cas une valeur négative. 

Nous avons généralisé les opérations algébriques de ma- 
nière à les appliquer indistinctement aux polynômes , soit 
positifs , soit négatifs , et nous avons étendu les mêmes 
règles ou définitions aux termes considérés isolément , ce 
qui permet dans les calculs de remplacer les pol ynôines par 
leurs valeurs. 11 est résulté de là un perfectionnement no- 
table dans le mécanisme du calcul et dans la transforma- 
tion des expressions algébriques , en ce sens que toute 
restriction a disparu, et qu'il n’y a pas à s’inquiéter de 
savoir si les polynômes sur lesquels ou opère sont positifs 
ou négatifs. 

La considération des quantités positives ou négatives 
n’est pas moins utile dans la résolution des problèmes. Elle 
permet , comme nous allons le voir, de comprendre dans les 
mêmes équations , et par suite dans les mêmes formules , 
les différents cas d’une même question. 
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101. Problème I. Un mobile, parlant d'un point donné, 
parcourt sur une droite successivement plusieurs longueurs 
données. On demande à quelle distance il se trouve finale- 
ment du point de départ. 

La question présente plusieurs cas différents, suivant 
que chacune des longueurs est parcourue dans un sens ou 
dans l’autre. Lorsque toutes les longueurs sont parcourues 
dans le même sens à la suite les unes des autres, elles 
s’ajoutent évidemment; si donc l’on appelle a, b, c,d ces 
diverses longueurs que, pour préciser, nous supposerons- 
au nombre de quatre , et x la distance à laquelle le mobile 
se trouve finalement du point de départ , on aura la 
formule 

x = a-f-6+c + d. • 

Grâce à la considération des quantités positives ou néga- 
tives, cette formule peut être étendue à tous les autres cas. 
En effet, soit O le point de départ du mobile sur la droite 
donnée ; imaginons un point K situé très-loin sur la gauche, 
à une distance arbitraire très-grande m du point O, 


k I) O B * c. 

et supposons pour un instant que l’on compte les distances 
à partir de ce point K. Au moment où le mobile part du 
point O, il est à la distance m du point K ; il parcourt 
ensuite des longueurs données dans un sens ou dans l’autre ; 
il est clair que chaque longueur parcourue de gauche à 
droite , l’éloignant du point K , devra être ajoutée , et par 
conséquent regardée comme positive , et que chaque lon- 
gueur parcourue en sens contraire, c’est-à-dire de droite 
à gauche, le rapprochant du point K, devra être retran- 
chée, et par conséquent regardée comme négative. Si donc 
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on représente par les lettres a, b, c, d les longueurs données 
affectées chacunqdu signe-fou du signe — , suivant qu’elles 
sont parcourues de gauche à droite ou en sens contraire, on 
aura la formule générale 

OT-fx = m-fa-f6-fc + d, 
qui s’écrit plus simplement 

jr = a-fb-fc-fd. 

Lorsque le polynôme aura une valeur positive, la distance x, 
devant être ajoutée à m , sera comptée à partir du point O 
vers la droite ; lorsque le polynôme aura une valeur néga- 
tive, la distance x, devant être retranchée de m, sera 
comptée à partir du point O vers la gauche. 

Supposons par exemple que le mobile parcoure une 
première longueur OA de 5 mètres de gauche à droite , une 
seconde AB de 3 mètres en sens contraire , une troisième 
BC de 4 mètres de gauche à droite, et enfin une quatrième 
CD de 8 mètres en sens inverse ; affectant chacune d’elles 
du signe convenable , on fera 

u = -f 5 1 b — — 3 , c — -f 4, d — — 8. 

La fonnule générale indique qu’il faut faire la somme 
algébrique des quantités représentées par les lettres 
a, b, c, d; or on sait que l’addition algébrique consiste 
h écrire les quantités avec leurs signes ; on aura donc , en 
remplaçant les lettres par leurs valeurs , 

x=5 — 3 -f 4 — 8 = — a. 

Cette valeur — a signifie qu’il faut de la distance m re- 
trancher 2 mètres ; ainsi le point d’arrivée D sera à a mètres 
du point de départ O vers la gauche. 


Digitized by Google 

. -- - 


LIVRE m. ÈQtlATIOXS DU PREMIER DEGRÉ. 113 

102. Problème II. On connaît l’âge d'un père et celui 
de son (ils, et l'on demande à quelle époque l'âge du père sera 
ou a été triple de l'âge du fils. 

Appelons a l’âge actuel du père, 6 l’âge du fils, le rap- 
port actuel de l’âge du père à l’âge, du fils est On sait 

que lorsqu’on augmente d’une même quantité les deux 
termes d’une fraction plus grande que l’unité , la fraction 
diminue ; donc, si le rapport des âges est actuellement plus 
grand que 5 , il arrivera un moment où il sera égal à 5 ; 
mais s’il est actuellement plus petit que 5 , il a été autre- 
fois égal à 5. Ainsi la question présente deux cas bien dis- 
tincts, suivant que l’époque cherchée est dans l’avenir ou 
dans le passé. Dans le premier cas, il faudra ajouter aux 
âges actuels un certain nombre d’années; dans le second 
cas , en retrancher un certain nombre d’années. Si donc 
on désigne par la lettre x ce nombre d’années affecté du 
signe -f ou du signe — suivant qu’il doit être ajouté ou 
retranché, l’équation 

« + •*'_- 
b + ;r 

conviendra à tous les cas de la question. On en déduit la 
formule 

a— 36 

x= . 

a 

A l’inspection de cette formule, on reconnaît eu effet que, 
si a est plus grand que 36, c’est-à-dire si l’âge du père est 
actuellement plus grand que trois fois l’âge du fils , l’incon- 
nue x a une valeur positive , et que , dans le cas contraire , 
elle a une valeur négative. 

Pour montrer une application de cette formule, supposons 
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que le père ait 4<' ans, le fils 10 (n° 12). En remplaçant a 
et b par leurs valeurs , on trouve 

x = -)- 5. 

Cette valeur positive indique qu’il faut ajouter 5 ans aux 
âges actuels ; ainsi l’âge du père sera dans 5 ans triple de 
l’âge du fils. Et en effet , à cette époque le père aura 45 ans 
et le fils i5, et 45 est bien le triple de i5. 

Supposons maintenant que le père ait actuellement 45 ans, 
le fils 1 7 . La formule donne 

.r = — 4 . 

Cette valeur négative indique qu’il faut retrancher 4 ans des 
âges actuels; ainsi l’àge du père était* il y a 4 ans, triple 
de l'âge du fils. u, 

1 03. Remarque 1. Nous voyons par ce qui précède que 
certaines espèces de grandeurs sont susceptibles d’être 
comptées dans deux sens, inverses l’un de l’autre. Ainsi, 
partant d’un point quelconque, on peut marcher sur une 
ligne dans un sens ou dans le sens opposé. On regardera 
comme positives les longueurs parcourues dans un sens 
convenu (par exemple de gauche à droite si la ligne est hori- 
zontale) , celles portées en sens inverse comme négatives. 

On comprend bien la signification de ce double signe af- 
fectant les longueurs, si l’on imagine un point K très-éloi- 
gné vers la gauche (voyez n° 101 ), d’où l’on suppose pour 
un instant que l’on compte les distances; la distance du 
mobile à cette origine fictive augmentera si la longueur est 
parcourue de gauche à droite , et diminuera si elle l’est en 
sens contraire. 

Le temps présente aussi deux sens opposés. Compté à 
partir d’un instant quelconque . si l’on en descend le cours , 
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fc’est-à-dire si l’on marche vers l’avenir, il sera naturelle- 
ment affecté du signe -j- ; au contraire, si l’on remonte vers 
le passé, il sera affecté du^ signe — . En effet, que l’on ima- 
gine une origine fictive très-reculée , le temps , compté à 
partit de cette origine fictive , sera augmenté dans le pre- 
mier cas, diminué dans le second cas. Par exemple, dans 
les calculs qui se rapportent à notre siècle , les astro- 
nomes ont coutume de compter le temps à partir du ^'jan- 
vier 1800; si l’on marche de 10 années en avant ou en 
arrière , 011 aura un temps représenté par + 1 o ou par — 10; 
et en effet , en rapportant à l’origine ordinaire qui est beau- 
coup plus reculée , savoir le commencement de l’ère chré- 
tienne, on aurait 

.1800 -j- 10 ou 1800 — 10. 

11 en est de même des degrés de température marqués 
par le thermomètre. Les Français prennent pour origine 
la température de la glace fondante ; c’est là qu’est marqué 
le zéro. Au-dessus, les degrés sont positifs, au-dessous 
négatifs. Et en effet, que l’on imagine une température 
plus basse que toutes celles que l’on aura à considérer , et 
que l’on compte les degrés à partir de ce point; à la glace 
fondante correspondra un certain nombre de degrés m ; la 
température -f 5 , ou 5 degrés au-dessus de o, signifie 
m + 5 ; la température — 5 , ou 5 degrés au-dessous de 0, 
signifie m — 5 . 

104. Problème 111. Un mobile , se mouvant uniformément 
sur une droite avec une vitesse donnée , passe au point O à un 
certain instant. Déterminer sa posiliondun instant quelconque. 

En mécanique , on évalue ordinairement les longueurs en 
mètres, les temps en secondes, et l’on appelle vitesse l’es- 
pace parcouru par le mobile en une seconde. 
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Supposons d’abord que le mobile marche de gauche à 
droite avec une vitesse a , et que l'on demande sa position 
t secondes après qu’il a passé au point O. Le mobile par- 
courant a mètres par seconde, parcourt art mètres en 2 se- 
condes , 5 a mètres en 3 secoudes , en général al mètres eu 
t secondes; si donc on appelle x la distance parcourue dans 
le temps t , on aura l’équation 

x= at, 

¥ 

et cette distance portée à partir du point O vers la droite, 
nous donnera la position M du mobile au moment que l’on 
considère. 


KO o * 

Cette formule est générale et convient à tous les cas de 
la question, si l’on affecte chaque quantité du signe conve- 
nable. On demande la position M du mobile, un temps 
quelconque après ou avant le moment où le mobile passe 
au point O ; désignons par l ce temps considéré comme po- 
sitif dans le premier cas , comme négatif dans le second cas, 
et par x la distance OM , affectée du signe + ou du signe — , 
suivant que le point M est à droite ou à gauche du point O. 
La vitesse a sera elle-même positive ou négative , suivant 
que le mobile marche de gauche à droite ou en sens con- 
traire ; car, si l’on imagine les distances comptées à partir 
d’un point K très-éloigné vers la gauche, l’espace parcouru 
en chaque seconde, ou la vitesse, s’ajoutera dans le premier 
cas et se retranchera dans le second cas. Concevons mainte- 
nant que l’on compte le temps à partir d’une époque suffi- 
samment reculée, et soit G la position du mobile à cet instant 
(si la vitesse est positive, le point G est très-loin vers la 
gauche , si elle est négative , il est au contraire très-loin 
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vers la droite). Nous pouvons toujours supposer le point K, ^ 
origine fictive des distances, situé à gauche du point G. 
Désignons par * le temps qui s’écoule depuis l’origine fictive 
des temps, c’est-à-dire depuis le moment où le mobile est 
en G, jusqu’au moment où il passe au point O ; l’espace GO, 
parcouru pendant ce temps et affecté du signe convenable, 
est a<x. Le temps qui s’écoule depuis cette même origine 
jusqu’au moment où le mobile vient en M , sera représenté 
par « -j- 1 , et l’espace parcouru GM , affecté du signe conve- 
nable, par a (“ + *)• Supposons que le mobile parte du 
point G , et parcoure successivement les chemins a* et x , 
ce qui l’amène au point O , puis au point M , il sera finale- 
ment à une distance du point G marquée par a* + x. Mais 
le mobile arrive au point M après le temps i + (, et par 
conséquent après avoir parcouru l’espace a (a -f- t) à partir 
du point G ; on a donc l’équation générale 

aa -j- x = a (a -)- 1 ) , 
ou, plus simplement, 

x = ut. 

Voici quelques applications de cette formule : 
i° Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse 
de î o mètres par seconde ; on demande où il sera 6 secondes 
après avoir passé au point O. On fera a = -f 1 o , t = -f 6, t 
ce qui donne x = + 60. Ainsi le mobile sera à 60 mètres 
à droite du point O , ce qui est évident à priori , puisque 
le mobile marche vers la droite. 

9° Le mobile se meut de gauche à droite avec une vi- 
tesse de 10 mètres par seconde; on demande où il était 
fi secondes avant d’arriver au point 0 . On fera a = -f !o, 

/ = — 6 , d’où x = — 6o. Ainsi le mobile était à 6o mètres 
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à gauche du point O , ce qui est évident puis 
vient de la gauche. 



: mobile 


5° Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse 


de i o mètres par seconde ; on demande où il sera 6 secondes 
après avoir passé au point O. On fera a = — io , l = -f- 6, 
ce qui donne x = — Go. Ainsi le mobile sera à Go mètres 
ii gauche du point O ; ce qui est évident , puisque le mo- 
bile marche vers la gauche. 

4° Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse 
de io mètres par seconde; on demande où il était 6 se- 
condes avant d’arriver au point Oi On fera a = — 10 , 
t = — G ; ce qui donne x = -f- Go. Ainsi le mobile était à 
Go mètres à droite du point O , ce qui est évident à priori, 
puisque le mobile vieut de la droite. 

105. Problème IV. Deux mobiles se mourant uniformt- 
ment sur une même droite, passent au même instant, le pre- 
mier au point A, le deuxième au point B. On connaît la 
vitesse de chacun d’eux. Trouver la position du point de 
rencontre de ces deux mobiles. 

Cette question présente plusieurs cas différents , suivant 
que les mobiles se meuvent dans un sens ou dans l'autre, 
et que la vitesse du premier est plus grande ou moins 
grande que celle du deuxième. 

Supposons d’abord que les deux mobiles marchent tous 
deux de gauche à droite , et que le premier, celui qui est à 
droite au point A , aille moins vite que le deuxième qui 
est en B. 


La rencontre aura évidemment lieu en un certain point M 
à droite du point A. Appelons a là vitesse du premier mo- 
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bile, 6 celle du second, d la distance BA, t le temps in- 
connu après lequel aura lieu la rencontre , x et 1 / les dis- 
tances AM et BM des points A et B au point de rencontre M. 
Le premier mobile , parcourant a mètres par seconde , par- 
courra at mètres en l secondes ; on a donc l’équation 

( 1 ) x — al-, 

• > 
de même , le deuxième mobile , parcourant h mètres par 

seconde, parcourra bt mètres en ! secondes, et l’on aura 
' (a) >/ = *>/• 

Mais la distance BM ou y devant être égale à BA plus AM , 
on a la troisième équation 

(3) y=zd + .r. 

On a ainsi trois équations à trois inconnues t,x, y, que 
l’on résoudra en substituant dans la troisième les valeurs 
de x et de y données par les deux autres. On en déduit les 
formules suivantes 



11 est aisé de voir que ces trois équations, et par suite les 
formules qui en résultent, conviennent à tous les cas de la 
question , si l’on affecte chaque quantité du signe conve- 
nable. D’après ce que nous avons dit précédemment, la 
vitesse de chacun des mobiles sera regardée comme posi- 
tive ou négative suivant que ce mobile marchera de gauche 
à droite ou en sens contraire ; les distances x et 1 /, comptées 
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à partir des points A et B, seront positives ou négatives, 
selon qu’ elles seront portées vers la droite ou vers la gauche; 
le temps t est lui-même positif ou négatif suivant que la 
rencontre a lieu après ou avant le moment où les deux mo- 
biles passent aux points A et B. De cette manière , et en 
vertu de la formule établie dans le numéro précédent , on 
voit que les équations (i) et (2) conviennent à tdUsles cas 
de la question. Il en est de même de l’équation (3) , si l’on 
remarque qu’en partant du point B on arrive au même point 
M , soit en parcourant la distance y, soit en parcourant suc-’ 
cessivement les distances d et x. 

lût). Pour achever de familiariser les élèves avec l’in- 
terprétation des quantités positives ou négatives, nous 
allons faire encore quelques applications de ces formules. 
Supposons la distance BA égale à 1 20 mètres , c’est-à-dire 
d = 120. 

i* Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite , 
le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde , le 
deuxième avec une vitesse de 1 o mètres. On fera a = +6 , 
b = -f- 1 0 , ce qui donne 

t = -f3o, x — 180, y = joo. 

Ainsi, la rencontre aura lieu après 5o secondes à droite 
et à 180 mètres du point A. C’est le cas que nous avons 
examiné d’abord. 

2" Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite ; 
le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde, le 
deuxième avec une vitesse de 4 mètres. On fera a = 6 , 

ù=:4-4, ce qui donne 

130 „ 

t — ■ — — — bo, x — — .jbo, >/ = — 3 40. 

1 
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' 

Ainsi la rencontre a eu lieu il y a 60 secondes à gauche et 
à 'il \ o mètres du point B. On voit en effet que le premier 
courrier allant plus vite que le deuxième a dû le dépasser 
en un certain point situé à gauche du point B. 

7>° Le premier mobile marche de droite à gauche avec 
une vitesse de ô mètres par seconde , le deuxième marche 
de gauche à droite avec uue vitesse de 5 mètres. On fera 

a == — 7>, b = + 5 , ce qui donne 

r " 

p t= 



f=ia, a=— qa.. ij = 7J. 

Ainsi , la rencontre aura lieu entre les points A et B ; ce qui 
est évident à priori , puisque les deux mobiles marchent à 
la rencontre l’un de l’autre. . 


107. Remarque II. Les ' exemples précédents montrent 
combien il est utile de représenter par les mêmes lettres 
des quantités tantôt positives , tantôt négatives, suivant les 
différents cas de la question que l’on traite. Cette extension 
donnée à la signification des lettres ne change rien au mé- 
canisme des opérations algébriques ni aux transformations 
servant à la résolution des équations. Voici comment on 
peut se convaincre de cette vérité importante. 

Nous avons appelé expressions équivalentes deux expres- 
sions qui donnent le même résultat , quelles que soient les 
valeurs attribuées aux lettres qui les composent , et nous 
avons dit, en terminant le livre 11 ^n" 71), qu’une opération 
algébrique transforme une expression en une autre équiva- 
lente. Mais jusqu’alors nous ne donnions aux lettres que 
des valeurs positives. 11 est aisé de voir que l’égalité subsiste 
quand même on donne aux lettres des valeurs négatives. 
Soit par exemple l’égalité 


(i) (a -|- by— a’-j- 2 ü6 -|- b\ 
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qui est vraie , quelles que soient les valeurs positives de a 
et de 6 ; si nous changeons le signe de 6 , d’après la re- 
marque du n° 58 , cette égalité se transforme en cette autre 

(a) (a — 6) 5 = a* — aafc-j-6’, 

vraie aussi , quelles que soient les valeurs positives de a et 
de b. Or, donner à b dans la première égalité une valeur né- 
gative — 5, c’est la même chose que donner à h la valeur po- 
sitive-!- 5 dans la seconde ; la seconde égalité étant satisfaite 
pour la valeur positive, la première l’est aussi pour la valeur 
négative. Ainsi, les opérations algébriques transforment les 
expressions en d’autres équivalentes , quelles que soient les 
valeurs , positives ou négatives, attribuées aux lettres. 

Les transformations que nous avons fait subir à une 
équation ou à un système d’équations, et les méthodes de 
résolution qui en dépendent , doivent être entendues aussi 
dans le sens le plus général ; elles sont vraies , que les 
valeurs des lettres soient positives ou négatives. Soit par 
exemple l’équation 

3.r-f- >4 = 6 — x. 

Si l’on ajoute aux deux membres la quantité x et si l’on re- 
tranche i4, cette équation devient 

3x -f- jr = t> — 1 4 , 

OU 

4.r— — 8. 


Or, que la valeur de x soit positive ou négative , on a 
ajouté aux deux membres de l’équation proposée la même 
quantité et par conséquent on l’a transformée en une équa- 
tion équivalente. Cette dernière n’étant satisfaite que si l'on 
donne à x la valeur négative a, il en est de même de l'équa- 
tion proposée. On dit dans ce cas que l’équation admet une 
solution négative x = — 2 . 
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Considérons encore le système des deux équations 

5r — 6y = 9, 

Si/ — i ix = 1 . 

La méthode de substitution le transformera en cet autre 

5t — o 
y = -g-, 

X= — O, 

qui lui est équivalent, que les valeurs des inconnues soient 
positives ou négatives. Mais ce dernier n’est satisfait que 
par les valeurs négatives x = — 5, y = — 4;ü en est de 
même du système proposé. 

108. Remarque III. Dans une quantité affecté du signe-f- 
ou du signe — , il y a lieu de distinguer la valeur absolue 
et la valeur relative. La valeur absolue est la quantité, 
abstraction faite du signe ; la valeur relative la quantité avec 
son signe. Ainsi , la valeur absolue de la quantité négative 
— 5 est le nombre 5 , la valeur relative est le nombre 5 à 
retrancher. 

On s’est occupé naturellement de la comparaison des 
valeurs relatives des quantités, positives ou négatives, de 
même espèce. Une quantité positive, étant une quantité à 
ajouter, donnera un résultat d'autant plite grand que sa 
valeur absolue sera plus grande. Au contraire , une quan- 
tité négative , étant une quantité à retrancher, donnera un 
résultat d’autant plus petit que sa valeur absolue sera plus 
grande. Pour fixer les idées , supposons que la lettre x 
représente le résultat des opérations d’un négociant dans 
le courant de la journée (n°33); admettons que le né- 
gociant ait en caisse , au commencement de la journée , 
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une somme d’argent suffisamment grande que nous dési- 
gnerons par m. La fortune du négociant est devenue m+x. 
11 peut arriver que la somme des dépenses égale celle des 
recettes , alors la valeur de x est zéro, et la fortune du né- 
gociant n’a pas changé. Si la valeur de x est positive , la 
fortune du négociant augmente d’autant plus que la valeur 
absolue de x est plus grande. Si la valeur de x est négative, 
la fortune du négociant diminue d’autant plus que la valeur 
absolue de x est plus grande. Pour abréger, on fait abstrac- 
tion de la fortune primitive , et l’on considère une quantité 
positive comme plus grande que zéro, et d’autant plus grande 
que sa valeur absolue est plus grande , une quantité néga- 
tive comme plus petite que zéro, et d’autant plus petite 
que sa valeur absolue est plus grande. Ainsi , on dit que la 
quantité — i est plus petite que o , la quantité — 2 plus 
petite que — 1 , la quantité — 5 plus petite que — 2 , .... 
cela signifie, je le répète, que m — 1 est plus petite que m , 
m — a plus petite que m — 1 , m — 3 plus petite quem — 2 , ... 

Cette comparaison des valeurs relatives n’est pas moins 
évidente dans l'échelle des températures marquées par le 
thermomètre ; les nombres positifs indiquent des tempéra- 
tures supérieures à la température zéro ; les nombres néga- 
tifs des températures inférieures ; les températures — 1 , 
— 2 , — 3, ... vont en s’abaissant de plus en plus. 

Il en est de même de toutes les sortes de grandeurs 
susceptibles d’être comptées dans deux sens opposés. Nous 
avons déterminé (n° 105) la position d’un mobile M sur une 
droite par sa distance à un point fixe O, en affectant du 
signe + les distances portées vers la droite et du signe — 
les distances portées en sens contraire, et nous avons appelé 
x cette distance affectée du signe convenable. Que l’on 
imagine maintenant un point K très-loin vers la gauche , à 
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une distance m du point O et que l’on compte les distances 
à partir de ce point ; la position du mobile sera déterminée 
par la quantité Si le mobile partant du point O, se 

meut vers la droite, la valeur de x est positive et va en 
augmentant de même que la distance m -f- x à l’origine 
fictive K. Si le mobile marche vers la gauche, la valeur de æ 
sera négative et ira en augmentant en valeur absolue; 
mais la distance m -f- x à l’origine fictive K ira en dimi- 
nuant. Faisant abstraction de la quantité m , on dira que la 
valeur relative de x augmente dans le premier cas , diminue 
dans le second. 

Des inégalités. 

$ 

1 09. Les théorèmes que nous avons démontrés sur les 
égalités et les transformations qui en résultent (n°* 79 
et 82 ) s’appliquent aux inégalités , sauf quelques légères 
modifications. 

i° Une inégalité subsiste si à ses deux membres on ajoute 
une même quantité ou si de ses deux membres on retranche 
une même quantité. 

Ce que nous venons de dire sur la comparaison des va- 
leurs relatives des quantités positives ou négatives donne à 
ce théorème un sens tout à fait général. Soit l’inégalité 

5> 3, 

des deux membres retranchons 7 , nous aurons 
— 2 > — 4- 

Il en résulte que l’on peut faire passer un terme d’un 
membre dans l’autre en changeant son signe. 

Mais il n’est pas permis de changer les signes de tous 
les termes d’une inégalité , ou du moins si on le fait, il faut 
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changer en même le sens de l’inégalité. Soit l’inégalité 

5>3; 

si on change les signes, on écrira 
— 5<— 3. 

a 0 On voit aussi que l’inégalité subsiste si on multiplie 
ou si on divise les deux membres par un même nombre 
positif. 

Si l’on multipliait ou si l’on divisait, par un nombre néga- 
tif, il faudrait avoir soin de changer le sens de l’inégalité. 
Car ceci reviendrait à multiplier par un nombre positif et 
à changer les signes. 

Ces diverses transformations permettent de résoudre une 
inégalité comme nous avons résolu une équation. Suppo- 
sons, par exemple , que la quantité x soit assujettie à satis- 
faire à la condition 

?x 3 i 5x v .>>„ 

Si l’on multiplie les deux membres par le nombre positif 24 
pour faire disparaître les dénominateurs , cette inégalité 
devient 

six — i8]> U + iox. 

Si maintenant on fait passer les termes inconnus dans le 
premier membre, les termes connus dans les second , on a 

I ix> 22 

et , en divisant par le nombre positif 1 1 , 

x> 3. 

Soit encore l’inégalité 

3x -j- 84 > Sx — 36. 
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En faisant passer les termes connus daus le premier mem- 
bre, les termes inconnus dans le second, on a 


ou 


1 20 > 5 j * , 
5x < lao, 


et, en divisant par le nombre positif 5 , 

r < 24. 


DES CAS D’IMPOSSIBILITÉ. 

HO. Une équation du premier degré à une inconnue, par 
des transformations convenables, peut toujours être mise 
sous la forme 

axs= h, 

les lettres a et b désignant des quantités connues; d’oii 
l’on déduit 

b 

x— 

a 

Ainsi une équation du premier degré à une inconnue admet 
en général une solution, positive ou négative, et n’en admet 
qu’une. 

Il en est de même d’un système de n équations du pre- 
mier degré à n inconnues ; car nous avons vu (n° 9i) qu’un 
pareil système peut être transformé en un système équi- 
valent de n équations renfermant, la première les n in- 
connues, la deuxième n — 1 , la troisième n — 2,.... , enfin 
la dernière une seule inconnue; cette dernière équation 
donnera en général pour la dernière inconnue une va- 
leur unique et déterminée, et en remontant ensuite de 
proche en proche on trouvera aussi pour chacune des autres 
inconnues une valeur unique et déterminée. 
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111. Il peut arriver que dans l’équation 
as — h, 

à laquelle on est conduit en résolvant un système d’équa- 
tions, le coefficient a de l’inconnue soit nul; alors la 
question revient à trouver un nombre qui , multiplié par 
zéro, donne un produit égal à b ; ce qui est impossible ; car 
le produit d’une quantité quelconque par zéro est toujours 
égal à zéro. Ainsi , dans ce cas , il y a impossibilité de 
satisfaire à l’équation ou au système d’équations proposé. - 

Exemples: 

i ° Trouver un nombre qui augmenté de son sixième et de 
io, et diminué de sa moitié, égale deux fois son tiers aug- 
menté de 8. En désignant par x ce nombre , on a l’équation 

*+f+ ,o -f= a (f+ 8 )’ 

qui, simplifiée, devient 

ax l 2r I /• 

-4-io= — -f i<>, 

A O 

o X r = c. 

L’impossibilité est évidente. Elle se manifeste déjà dans 

*ÀX 

l’équation précédente ; car, si l'on retranche 4- de part et 

d’autre, il vient io = îG, ce qui est absurde. Ainsi il 
n’existe aucun nombre satisfaisant à la question. 

a 0 Trouver deux nombres tels que le tiers du premier 
égale la moitié du second moins i et que le second égale 
les deux tiers du premier plus 6. Si l’on appelle x et y ces 
deux nombres , on a les deux équations 


x 1 / 
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En substituant dans la première la valeur de y donnée 
par la seconde , on obtient le système équivalent 


2 = 0 , 


3X . „ 

V s — h d. 

O 


11 n’existe pas de nombres satisfaisant ai 
énoncées. 

2 ° Résoudre les deux équations 


conditions 


3x — a;/ = io , 
<»x — = 17. 


En substituant dans la seconde la valeur de y tirée de la 
première , on trouve 

* 3 = o. 

Ainsi il n’existe pas de nombres atisfaisant à la foiss aux 
deux équations proposées. 

L’impossibilité se manifeste sur les équations elles- 
mêmes; en effet, si l’on multiplie tous les termes de la 
première par 2 , on a 

, &r — 4y = 2 o, 

6x — 41/= 17. 

On voit que les deux équations sont incompatibles ; car 
les premiers membres sont les mêmes et les seconds mem- 
bres diffèrent. 

H2. Du symbole l'infini. Revenons à l’équation 
ax — b. 


et supposons que la valeur du coefficient a soit très-petite ; 
l’inconnue x, donnée par la fQrmule 

I, 

x=-, 

a ■ 


9 
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sera très-grande en valeur absolue, et, si l'on conçoit que 
la valeur du coefficient a diminue jusqu’à o , la valeur de x 
augmentera indéfiniment et deviendra plus grande que 
toute quantité donnée. Par exemple , si l’on donne au 
coefficient a successivement les valeurs 

111 i 

io’ ioo’ 1000' ioooooo’ 

le quotient x prendra les valeurs de plus en plus grandes 
10b, loo l>, îoooù, loooooofi, 

Lorsqu’une quantité augmente ainsi de manière à de- 
venir plus grande que toute quantité donnée , on dit qu’elle 
devient infinie et on la représente par le signe oc, qui a la 
forme d’un huit renversé. 

Quand l’une des inconnues d’un problème se présente 
sous cette forme , il y a évidemment impossibilité ; car ce 
symbole provient de ce que, dans une équation telle que 
ax = b, le coefficient a de l’inconnue est nul. 

Reprenons le problème du n° io 5 , dans le cas où les 
deux mobiles marchent de gauche à droite , le deuxième 
allant plus vite que le premier. Si la différence des vitesses 
b — «est très-petite , les formules donneront pour les in- 
connues des valeurs positives très-grandes , ce qui Indique 
que la rencontre aura lieu après un temps très-long et en 
un point très-éloigné vers la droite. Et, en effet, le deuxième 
mobile , marchant avec une vitesse très-peu supérieure à 
celle du premier, ne l’atteindra qu’après un temps très- 
long. Plus la différence des vitesses sera petite, plus le 
point de rencontre sera éloigné. Enfin , que les. vitesses de- 
viennent égales , le point de rencontre s’éloigne à l’infini ; 
il y a impossibilité de satisfaire aux équations du problème, 
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et en effet, les deux-mobiles, marchant également vite, 
restent toujours à la même distance l’un de l’autre et ne 
se rencontrent jamais. 

Supposons que le deuxième courrier marche un peu moins 
vite que le premier, les formules donnent pour les incon- 
nues dés valeurs négatives très-grandes en valeur absolue; 
ce qui indique que la rencontre a eu lieu il y a très-long- 
temps en un point situé très-loin vers la gauche. Plus la 
différence a — b des vitesses est petite, plus ce point de 
rencontre esP éloigné. Enfin quand cette différence devient 
nulle, le point s’éloigne à l’infini vers la gauche, et il y a 
impossibilité. 


11.1. Remarque 1. Dans les questions de géométrie, le 
symbole l’infini indique ordinairement le parallélisme de 
deux droites. Proposons-nous, par exemple, la question 
suivante 



Étant donné deux cercles, on mène deux rayons paral- 
lèles AC, BD; on joint leurs extrémités; déterminer le point 
M oiï la droite CD rencontre la ligne des centres. 

Appelons a et b les rayons des deux cercles , d la distance 
des centres AB , x la distance inconnue AM. Les triangles 
semblables MAC, MBD donnent la proportion 

x x — d * 

a ~ ~b~* 


Digitized 


d’où l’on déduit 


132 


I.ECONS !>’ 



* 


X 





Quand la différence a — b des rayons est très*-petite, la 
valeur de x est très-grande, et le point M est très-éloigné. 
Si cette différence diminue jusqu’à o, le point M s’éloigne 
à l’infini , et la droite CD devient parallèle à la droite AB. 
On voit en effet que lorsque les cercles sont égaux la fi- 
gure ABDC devient un parallélogramme. 

114. Remarque II. Les solutions négatives des équations 
ne sont pas toujours admissibles dans la résolution des pro- 
blèmes. Souvent la question est de telle nature que les 
inconnues doivent nécessairement être positives; dans ce 
cas, si l’on trouve pour les inconnues des valeurs négatives, 
il y a impossibilité. Cette circonstance se présente dans la „ 
question suivante : 

Avec deux vins qui coûtent a et b le litre, former d litres 
d’un mélange coûtant c le litre. , 

Il est évident à priori que le prix c de chaque litre du 
mélange doit être intermédiaire entre les prix a et h de 
chaque litre des deux vins. Appelons x et y les quantités 
des deux vins qu’il faut mélanger , nous aurons les équa- 
tions (n° 1b) , 


La nature de la question exige évidemment que les deux 


*+ >J= d, 
ax -j- by = cd , 


d’où l’on déduit 



d(a — c) 
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inconnues aient des valeurs positives. Nous pouvons tou- 
jours supposer a plus grand que b, c’est-à-dire appeler 
premier vin le plus cher. Dans les deux formules le déno- 
minateur étant positif , il est nécessaire que chacun des nu- 
mérateurs soit positif, ce qui aura lieu si les deux conditions 
c>b, c<a, 

sont remplies. Ainsi , pour que la question admette une so- 
lution , il faut que le prix du litre du mélange soit intermé- 
diaire entre les prix des deux vins. 

* ■* ? DES CAS I)’lM)ÉTERMlNATION. 

V • . 

llîfc Nous avons dit que l’équation du premier degré à 
une inconnue peut toujours se mettre sous la forme. 

• ax = b, 

et nous avons vu que , lorsque le coefficient a de l’inconnue 
est nul , sans que le second membre le soit, il y a impossi- 
bilité. Supposons maintenant que b soit nul en même temps 
que a, l’équation devient 

oXI=o; 

il s’agit de trouver un nombre qui , multiplié par zéro , 
donne un produit égal à zéro; tous les nombres satisfont 
évidemment à l'équation qui se réduit à une identité 
o = o et la valeur de l’inconnue est indéterminée. Dans 
ce cas, la formule donne pour l’inconnue un symbole de la 

forme -. 
o 

Exemples : 

i° Trouver un nombre qui , augmenté de son sixième et 
de io , et diminué de sa moitié , égale deux fois sou tiers 
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augmenté de 5 . Si l’on appelle x ce nombre, on a l’équation 

•* + g + ,0 --=a^+S|, 

qui , simplifiée, se réduit à ^ 


ou 


a x , ix 

y + ,o = y +.o, 


0X^ = 0. 


Tous les nombres satisfont à la question. Il y a indétermi- 
nation. 

2° Trouver deux nombres tels que le tiers du premier 
égale la moitié du second, moins î, et que le secon^l égale 
les deux tiers du premier, plus 2. Si l’on appelle x et y ces 
deux nombres, on a les deux équations 



a.r 

y_ y + a. 


En substituant dans la première la valeur de y dounée par 
la seconde, on obtient le système équivalent 


0 = 0 , 



L’ une des équations se réduisant à une identité , on n’a 
qu’une équation à deux inconnues ; on peut donner à l'une 
des inconnues, à x par exemple, une valeur arbitraire, il en 
résulte pour y une valeur correspondante ; ainsi F équation 
admet une infinité de solution», et U y a encore indétermi- 
nation. 
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¥ v 

5° Résoudre les deux équations 

3x — 2J/ = 10, 

Qx — 4y = ao. 

Si l’on multiplie la première équation par 2 , on voit qu’elle 
devient exactement la même que la seconde; ainsi les 
deux équations n’en font qu’une, et il y*a indétermination. 
4' Dans le problème des deux mobiles (n° 105) , si l’on a 

à la fois a— b, d = o, les trois formules deviennent °; et 

o 

il y a indétermination ; et en effet , les deux mobiles étant 
ensemble et marchant avec la même vitesse , ne se quitte- 
ront jamais. 

5° Dans le problème du mélange (n° 114) , si les trois 
quantités a , 6 , c sont égales , les deux inconnues se pré* 

sentent sous la forme ^ , et les deux équations du problème 

n’en font qu’une : il y a indétermination. Et en effet, les prix 
des deux vins étant les mêmes , on obtiendra toujours un 
mélange de ce même prix , quelle que soit la proportion 
suivant laquelle on mélange les deux vins. 

116. Remarque. Le symbole ^ n’indique pas toujours 

l’indétermination. Il peut arriver qu’une fraction se pré- 
sente sous cette forme, parce qu’il y a au numérateur et 
au dénominateur un même facteur algébrique qui devient 
nul pour certaines valeurs données aux lettres ; on suppri- 
mera ce facteur commun, afin d’obtenir la valeur de la 
fraction. 

Exemples. 1 “ La fraction ~ — t se présente sous la 

,).r — .1 
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l'orme - , quand ou en fait x = i . Mais cette fraction peut 

2 (X 1 ^ • p • 

s'écrire ( , et si l’on supprime le facteur commun 

o (a? — î J ■ 

x — i , on voit qu’elle est constamment égale à 4. 

t) 


a 0 La fraction — 


'J.X 'IX 


devient aussi - , quand on y fait 

t)|T *■ O O ^ 

’ x = i . Cette fraction peut s’écrire , ou , en 

supprimant le facteur commun x — î ; la valeur de cette 
fraction varie quand on donne à x différentes valeurs ; pour 

x = i , elle est égale à 4 . 

O 

5° La fraction ^ — jy prend aussi la forme - pour x = i . 
Mais si l’on supprime le facteur commun x — î , elle se ré- 


duit à 


'(•*—■ 0 


, et devient nulle pour x = i . 


4° La fraction — jy, prend aussi la forme ^ ]>our x = î . 

Si l’on supprime le facteur commun x — î , elle se réduit à 
- et devient infinie pour x = i . 


3(J5 1) 


FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DE DEUX 
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES. 

H 7. Deux équations du premier degré à deux inconnues 
peuvent toujours être mises sous la forme 

(i) ax-{-by — c, 

v a,' a'x -{- b 1 y = c’. 
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les lettres a, b, c, a', b', c' désignant des quantités connues, 
positives ou négatives, 

Si de la première équation on tire la valeur de x , 


(3) 


x 


c — by 

Z * 
a 


et qu’on la substitue dans la seconde , on obtient l’équation 


qui se réduit à 
(4) ’ 


a (c — by) 


b' ij = c', 


* 

(< ab ' — ba')y = ac' — ca', 


et d’où l’on déduit 
(5) 


ad — ca! 
11 ~ ab' — lia 1 ’ 


En portant cette valeur dans celle de x, et simplifiant, on 
trouve 


( 6 ) 


cb' — bc' 
ab ' — 6a'* 


Telles sont les formules générales au moyen desquelles 
on peut résoudre immédiatement un système quelconque 
de deux équations du premier degré à deux inconnues. 
Soient, par exemple, les deux équations 

5x — 5y = g, 

7 -r-j-nt/ = 43; 

on fera a = 5, b — — 3 , a! = 7, b' =z 1 1 , c = 9 , c' = 45 
et les formules donneront 


x = 3, ij = a. 


118. Remarque 1. 11 est facile de se rappeler la coinpo- 
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sition des formules 

_ cb' — bc' 
x âh'—~ba" 

ac 1 — cd 
V= ob'— ba” 

que nous venons de trouver. 

Le dénominateur est le même. Les deux lettres a .et b , 
coefficients des inconnues, peuvent être disposées suivant 
les deux ordres ab ou ba ; séparons ces deux expressions 
par le signe — , et accentuons la seconde lettre dans cha- 
cune d’elles , nous formerons le dénominateur 

ab ' — bd. 

Si, dans ce dénominateur, nous remplaçons les deux 
coefficients a et.a' de l’inconnue a; par les seconds membres 
c et c' des deux équations, nous formerons le premier numé- 
rateur c6' — bc'. Si, dans le dénominateur, nous remplaçons 
de même les coefficients b et b 1 de l’inconnue y par les se- 
conds membres c et c', nous formerons le second numéra- 
teur ac' — ca'. 

En général on obtient le numérateur d’une inconnue 
quelconque en remplaçant dans le dénominateur les coef- 
ficients de cette inconnue par les seconds membres cor- 
respondants. 

119. Remarque IL Les deux formules ont entre elles 
une analogie qu’il est bon de remarquer et qui permet de 
déduire l’une de l’autre. A l’inspection des deux équations 
proposées , nous voyons que la lettre a se rapporte à x , 
de même que b à y. Si , dans ces équations , on permute 
les lettres * et y. a et b (c’est-à-dire si l’on remplace .r 
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par y et y par x, a par b et b par a) , les deux équations 
deviennent 

b y -f ax = c , 

6'ÿ-f a'x = c', 

et ne changent pas. Concevons que l’on répète sur ces der- 
nières les calculs faits précédemment , il suffira évidem- 
ment d’effectuer la même permutation dans les résultats. 
Ainsi, au lieu d’arriver à la valeur de y* on arrivera à celle 
de x ; donc , si dans la formule (5) , ou t effectue la permu- 
tation, on aura 

_ 6r'— eb' 
bd — ab ” 

ou en changeant les signes du numérateur et du dénomi- 
nateur, 

cb'—bc' 

~ X ab ' — bd 

# 

Cette valeur de x satisfait au nouveau système d’équations, 
et par conséquent au système proposé qui est le même. 

Appliquons encore ces considérations de symétrie aux 
deux équations 

.r-f y = d, 
ax-{-by=cd, 

auxquelles on est conduit en résolvant le problème du 
n° 1 1 4 - Si» de la seconde, on retranche la première , mul- 
tipliée par b , on trouve 

(a — b)x = d{c — b , 

d’où 

d(c — b) 

x — ïT- 

a — b 

On voit que les équations ne changent pas quand on y per- 
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mute les lettres x et ;/ , a et b ; en effectuant la permuta- 
tion dans la valeur de x , on aura donc immédiatement 

___ d(c — a) d(a — c) 

y b — a a — b 

Soient encore les deux équations 

ax-f- 6 1 f = c, 

* bx -j- a'y = c. 

En appliquant les deux formules générales , on trouve 

_ c(a'— b) _ c{a — b) 

J —~aâ^b*’ V ~ ad— b' ' 

11 y a encore ici une certaine symétrie. Car, si on per- 
mute x et ij , a et a', les équations deviennent 

a' y -\-bx = c, 
by + ax = c, 

la première est devenue la seconde , la seconde la première, 
mais le système n’a pas changé. Si donc on effectue dans 
la valeur de x la même permutation , on trouvera ij. 

120. Discussion. On appelle discussion en algèbre l’exa- 
men des différents cas que peut présenter une question. 
Nous avons résolu les deux équations générales du second 
degré 

(i) a.r-\-b y=c, 

(a) a'x-\-by = c; 

nous allons examiner maintenant les principales circon- 
stances qui se rencontrent dans les valeurs des incon- 
nues. 

Si les quatre coefficients a , a', b, b' des inconnues sont 
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nuis en même^îemps, et si les deux seconds membres c et 
c' ne sont pas nuis, il y a évidemment impossibilité. Mais 
si 'les deux seconds membres sont aussi nuis, les deux 
équations se réduisent à deux identités et il y a indéter- 
mination complète ; car il est clair qugï ’on peut donner aux 
inconnues des valeurs arbitraires et indépendantes l’une 
de l’autre. 

Ce cas très -exceptionnel étant écarté, supposons que 
l’un au moins des coefficients, a par exemple ne soit pas 
nul. On peut tirer de la première équation la valeur de 
x, comme nous l’avons fait; car il est permis de diviser 
par le nombre a qui n’est ni nul ni infini; en substituant 
dans la seconde , et en multipliant par le nombre a , ce qui 
est également permis , on remplace le système proposé par 
le système équivalent des équations (3) et (4) 




[ah' — bu') y = ac’ — ca'. 


La discussion est ramenée ainsi à celle de l’équation (4) qui 
ne contient qu’une inconnue. 

î” En général le coefficient ah' — ba' n’est pas nul ; dans 
ce cas, l’équation (4) donne pour y une valeur finie et dé- 
terminée ; en la portant dans l’équation (3) , on trouvera 
nécessairement pour x une valeur finie et déterminée. 
Ainsi lorsque le dénominateur ab' — ba' n’est pas nul , le 
système des deux équations proposées admet une solution et 
une seule. 

a® Si la quantité ait 1 — ba' est nulle sans que la quan- 
tité ac' — ca! le soit, l’équation (4) est impossible, et par 
conséquent les équations proposées sont incompatibles. 
Dans ce cas, la valeur de y se présente sous la forme oc. 
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Ceci aurait lieu de la môme manière, si, le dénomina- • 
teur ab' — 6a' étant nul , l’autre numérateur cb' — 6c' ne 
l’était pas; car, alors, l’un des deux coeflicients 6 et b r nu 
moins ne serait pjis nul ; on pourrait tirer de l’une des 
deux équations proposées la valeur de y et la substituer 
dans l’autre, ce qui conduirait à l’équation impossible 

(ab' — bu') x = cl)' — 6c. 

’ Ainsi quand le dénominateur ab' — ba' est nul , et que 
l'un des numérateurs ne l'est pas, il y a impossibilité. 

3° Si les deux quantités ab' — 6a' et ac' — ca' sont nulles 
en même temps, a n’étant pas nulle, l’équation (4) de- 
vient une identité, et les deux équations proposées se ré- 
duisent à une seule, l’équation (3). Il y a indétermination ; 
on peut donner à y des valeurs arbitraires; il en résulte 
pour x des valeurs correspondantes. 

Ceci arrivera toutes les fois qüe les deux numérateurs 
seront nuis en même temps que le dénominateur, l’un 'au 
moins des quatre coeflicients des inconnues étant diffé- 
rents de zéro ; car on pourra toujours effectuer la résolu- 
tion en divisant et multipliant par ce coefficient différent 
de zéro , ce qui conduira à deux équations de la forme (3) 
et (4) dont l’une se réduira à une identité. 

Ainsi quand , l’un au moins des quatre coeflicients des 
inconnues étant .différent de zéro, les deux numérateurs 
sont nuis en même temps que le dénominateur, il y a indé- 
termination , et les deux équations n’en font qu'une. 

Tels sont les trois cas principaux qui se présentent dans 
la résolution de deux équations du premier degré à deux 
inconnues. 

En général quand l’un des numérateurs est nul en même 
temps que le dénominateur, l’autre est aussi nul. En effet. 
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si de l’égalité 



ba' 


ba! — o , on tite 6' = — et que l’on 


substitue dans l’expression cb' — bd, on a 

I ' k ‘ ehft ' k ' h I ’ V ! 

cb — ne — bc — ~(ca — ac ) , 


OU 

a(cb' — bd)— — b(ad — ca'). 

Lorsque le second numérateur sera nul , le premier le sera 
aussi , à moins que le coefficient a ne soit nul. 

Remarquons que dans le cas très -exceptionnel où les 
quatre coefficients des inconnues sont nuis, sans que les se- 
conds membres le soient , les valeurs données par les for- 

fi O 

mules se présentent toutes deux sous la forme - , et ce- 
pendant il n’y a pas indétermination , il y a au contraire 
impossibilité. 


Résolution de trois équations générales du premier degré 
à trois inconnues. 


121. Trois équations de premier degré à trois inconnues 
peuvent toujours être mises sous la forme 


(0 

a. r 4- by cz = d , 

(’) 

a' j- h' y -|- c'z = <f , 

(3) 

a" jc -j- b" y -)- d'z = d". 


Nous allons résoudre ces trois équations par une méthode 
plus rapide et plus élégante que la méthode de substitution. 
Multiplions les deux premières équations par les deux in- 
déterminées m et n ; ajoutons ces deux équations et retran- 
chons la troisième , nous aurons 

(4) (am -f- an — o")x -f- (bm + b'n — b")y 
-j- (cm -[- c'n — d')z=r dm -f d'n — d". 
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Les deux multiplicateurs m et n étant arbitraires, on peut 
en disposer de manière à annuler deux des coefficients de 
l’équation (4), par exemple les coefficients de ;/ et de z. Po- 


sons donc 

.« 

(5) 

bm -)- b'n = b", 

( 6 ) 

cm -j- c'n = c", 


l’équation ( 4 ) devient 

(am -j- un — a!')x = dm d'n — d", 

d’où 

dm + dn — d' 
am -j - an — a"’ 



Des deux équations (5) et ( 6 ) , résolues au moyen des 
formules générales, on déduit 

c'b"—h'c" bc " — cb" 

m — bc' — cb'’ n ~bc' — cb' ’ 


en substituant ces valeurs dans la formule ( 7 ), et multi- 
pliant le numérateur et le dénominateur par bc' — cb', on a 

_ d(c'b"— b'c")+d(bc"— c b") — d"(bc' — cb’) 
a(c'b'' — b'c")+a'{bc"-cb") — a"(bc' — cb)' 

Changeons les signes du numérateur et du dénominateur, 
la valeur de x s’écrit 


d(b'c"~ cb") + d\cb" — bd') -f d"(bc'—cb') 

X a(b'c"~ c'b") -f- a' (cb" — bc")-\-a" (bc — cfc'î ’ 

et, en développant les calculs, 

_ db'c"—ddb"+cdb"- bd'c"-\-bdd"—cb'd' 
abc" — ac'b"-\-ca'b" — fca'c'-f- hca" — cb'a"‘ 

122. Remarque I. On pourrait calculer de la même ma- 
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nière les valeurs de ij et de Mais il est plus simple de les 
déduire de celle de .r par des considérations de symétrie. Sur 
un cercle , et aux sommets d’un triangle équilatéral inscrit, 
plaçons les trois lettres x,y, z, ainsi que les trois lettres a, 
li, c; imaginons ensuite que le cercle tourne autour de son 
centre dans un sens convenable d’un tiers de circonférence, 
la lettre y prendra la place de a;, s celle de y , x celle dç z ; 
de même les lettres b ,c, a prendront la place des lettres a , 
b, c. Ce changement dans l’ordre des lettres s’appelle une 

• permutation circulaire. 

Si l’on opère une semblable permutation sur les équations 
proposées , elles deviennent 

by -|- cz + as = d , 
b' y -(- c'z -(- a'x = d, 
b" y -|- c'z -f- a"x= d", 

• et ne changent pas ; les valeurs des inconnues restent donc 
♦'les mômes. Or, si l’on effectue la permutation circulaire sur 

la valeur de x trouvée précédemment , on obtient 


_dc f a"—da'c"+ad'c"-cd'u"+ca'd"—ac'd" 

(9) ÿ ~ bc'a"—ba'c" + ab'd'—cb'a"+ca'b"—ac'b"‘ 

S 

Cette valeur de y satisfait au second système d’équations et 
par conséquent au système proposé. 

Si l’on effectue sur le second système d’équations une 
nouvelle permutation circulaire, le système ne change pas, 
et la valeur de y devient 


d.t'b"— db'd'+bd'a"- ad'b"-\-ab'd”—ba'd" 
ca'b’' — cb'a"-\-bc'a" — ac'h''-|-a6'c , ' — ba'c"' 


En permutant une troisième fois, on retrouverait la va- 
leur de x et ainsi dp suite. 


to 


1 
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123. Remarque 11. A l’iu-spectiou des formules ( 8 ), ( 9 ) 
et ( 10 ) , on reconnaît que le dénominateur est le même; 


l’ordre des termes seulement a été changé. On voit ai 



que le numérateur de x se déduit du dénominateur, en y 
remplaçant les coefficients a, a', a" de l’inconntte x par les 
seconds membres d, </', d". Les numérateurs de ij et s s’ob- 
tiennent de la même manière, fl suffit donc de savoir trouver 
le dénominateur. 

Nous avons fornfé le dénominateur pour deux inconnues, 
en écrivant les deux permutations ^ 

ab , — ba 


des deux lettres a et b, et alfectant la seconde du signe — . 
Dans chacune de ces permutations, mettons la troisième 
lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu et au commen- 
cement, et alternons les signes, nous obtiendrons les deux 
groupes 

abc — acb -j-cab, 

— bac-f-bca — cba. 

Le premier terme de chaque terme a le signe du terme qui 
l’a fourni. 

Écrivons ces deux groupes l’un à la suite de l’autre, et 
dans chaque terme affectons la seconde lettre d’un accent, 
la troisième de deux accents , nous aurons ainsi le dénomi- 
nateur commun 

ab’cf ' — adb”+cdb n — ba'c"-\- bd à'— cb'a". 


124. Discussion. Le système de trois équations à trois 
inconnues présente les mêmes cas principaux que le système 
de deux équations à deux inconnues. Reprenons les trois 
équations 

( 1 ) ax + by -{- cz —d, 

(a) a'x -|- b'y es — d, 

(3) a",x+b",j+c"z = d". 
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Ecartons le cas très-exceptiouuel où les neuf coefficients 

des inconnues seraient nuis à la fois, ce qui donnerait l’im- 
possibilité ou l’indétermination absolue , et supposons que 
l’un de ces coefficients au moins, par exemple a , soit diffé- 
rent de zéro. Nous pourrons résoudre la première équation 
par rapport à a; et substituer dans les deux autres; nous 
transformons le système proposé en un système équivalent 


( 4 ) 


d-by- 


(5) (ab 1 — bai )y -f- (oc — cd)z = ad‘ — da’, 

(6) ( ab " — ba") y + (oc"— ca")z — ad' — dd'. 

♦ Si les quatre coefficients des équations (5) et (6) étaient 
nuis à la fois , il y aurait impossibilité ou indétermination , 
c’est-à-dire réduction à une seule équation. Ce cas excep- 
tionnel écarté, nous supposerons que l’un de ces quatre 
coefficients , par exemple ab' — ba', est différent de zéro. 
Alors nous pouvons résoudre l’équation (5) par rapport à y 
et substituer dans l’équation (6). Nous transformons ainsi 
le second système en un système équivalent 


( 4 ) 

(7) 

( 8 ) 


x = 


d — by — es 


_ (ad ' — da ) — (ac'~ ca')s 
y ~ ab '< — bd ’ 

Dz = A. 


Nous représentons par D le dénominateur des formules , et 
par A le numérateur de z. La discussion est ramenée encore 
à celle d’une équation à une inconnue. 

i* En général le dénominateur D n’est pas nul ; dans ce 
cas , l’équation (8) donne pour z une valeur finie et déter- 
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minée , et l’on déduira des équations (7) et (4) pour y et x 
des valeurs finies et déterminées. Ainsi quand le dénomina- 
teur I) n'est pas nul, le système des trois équations proposées 
admet une solution et nen admet qu'une. 

2 0 Si le dénominateur D est nul sans que le numérateur 
A le soit , il y a impossibilité. Et ceci aura lieu de la même 
manière toutes les fois que, I) étant nul, l’un des trois nu- 
mérateurs au moins n’est pas nul. 

3 ° Si le numérateur A est nul en même temps que D, 
il y a indétermination. L’équation (8) devient une identité 
et les trois équations se réduisent à deux. 


EXERCICES. 
Questions résolues. 


0 


125 . Question I. On connaît les poids spécifiques de 
deux métaux et Von demande dans quelle proportion il 
faut les mélanger pour obtenir un alliage ayant un poids 
spécifique donné. 

On sait que le poids spécifique d’un corps est le rapport 
du poids d’un volume quelconque de ce corps au poids 
d’un égal volume d’eau. En d’autres termes, si l’on prend 
pour unité de volume le décimètre cube, et pour unité de 
poids le kilogramme , comme on fait ordinairement dans les 
arts, 011 peut dire que le poids spécifique d’un corps est 
le poids en kilogrammes d’un décimètre cube de ce corps. 
D’un autre côté on exprime la composition d’un alliage, en 
disant quel poids de chaque métal entre dans un kilo- 
gramme d’alliage. 

Représentons par a et b les poids spécifiques des deux 
métaux, par c celui de l’alliage; et désignons par x et 
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y les poids de ces deux métaux qui entrent dans un ki- 
logramme d’alliage. On aura d’abord l’équation 

x + y = i. 

Cherchons maintenant le poids spécifique de l’alliage , 
comme si la composition en était connue, et exprimons 
qu’il est bien égal h r , nous aurons la seconde équation 
du problème. En adoptant les unités dites plus haut, le 
poids d’un corps est égal à son volume multiplié par le 
poids spécifique , et réciproquement le volume d’un corps 
est égal à son poids divisé par le poids spécifique. Dans 
un kilogramme d’alliage entre des poids x et y des deux 
métaux , les volumes occupés par ces deux poids sont ex- 
cc x 

primés par - et ^ ; et le volume d’un kilogramme d’alliage 

est égal à leur somme - + en supposant toutefois que 

dans l’alliage des deux métaux , il n’y ait ni contraction ni 
dilatation. Le poids spécifique de l’alliage étant égal à son 
poids divisé par son volume, sera 


1 



Mais ce poids spécifique doit être égal à c ; on a donc 
l’équation 

i 

= c. 

£ ,y 

a' b 


X V 

Si l’on multiplie par le dénominateur - -f- ~ , cette équa- 
tion devient 

•Ê-ï)- 
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bcx 

Ainsi les deux équations du 
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«n 


Ou en déduit 


* + î 
bcx + o 


■j 


a(c — b) b(a — c ) 

c(a — b)’ I* c(a — b)’ 


La nature de la question exige que les deux inconnues 
aient des valeurs positives. Soit a > b, il faudra , pour que 
le problème soit possible, que l’on ait c > b et e < o, 
c’est-à-dire que le poids spécifique de l’alliage soit inter- 
médiaire entre les poids spécifiques des denx métaux , ce 
qui est évident à priori. 

Le problème de la couronne de Hiéron (n* 18) , est une 
application des formules précédentes. Le poids spécifique 
de l’or est 19,26, celui de l’argent 10,47. La couronne 
perd dans l’eau 467 grammes, c’est le poids d’un égal 
volume d’eau; donc le poids spécifique de la couronne 

égale = i 5 ,g 8 . On fera 

0 = 19,26, 6 = 10,47, c = i5,g8. 

126 . Question IL Résoudre le système des trois équa- 
tions 

(0 * + y + Z='y 

(a) ax + by-\-cz = k, 

( 3 ) a , x-{-b'y-}-c ^ z=■k , . 


Digitized by GoogI 


LIVRE III. ÉQUATIONS OU PREMIER DEGRÉ. 151 

la seconde on retranche la première multipliée 
n a 

(4) (b — a)y + {c — à]z — k — a. 



Si de la troisième on retranche la seconde multipliée par 
a , on a de même 

(5) b[b — O);/ + c(r — a,)z = k{k — a). 


Retranchons de l’équation ( 5 ) l’équation ( 4 ) multipliée par 
b, il vient 

(c — a)(c — 6)2 = (4 — a)(k — b ) ; 

(k — a)(k — 6) 

(c — a)(c— b)' 

La permutation circulaire des lettres x, y, z d’une 
part, a, b, c d’autre part, ne changeant pas les équa- 
tions, donnera les valeurs de x et de y 

(*-<>)(*- c) 

X -( a -b){a~cY 
(fc — c) (A — a) 
y ~ (b — c){b — a) 

127. Question 111. Résoudre le système des quatre 
équations 

x + y + 2 + u=>, 

ax -f- by -j- es -f- du = k, 
a'x 4 - b* y -(- c’z -f- d'u = Ht’, 
a*x + è’ÿ + c’z -(- d’u =s Jk*. 

Si de chacune de ces équations, on retranche la pré- 
cédente multipliée par a , on obtient les trois équations 

(6 — œ);/ — |— ( c — a)s-f- (d — a)u — h a, 
b (b— a)y-\-c (c— a)s-f d (d—a)u ==*(&- a), 
b'-(b - a)y -}- r 5 (c— a)2 -f rf’(d— o)u = kHk — a). 
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(Opérant de la même manière sur ces trois équation^ , 
retranchons de chacune d’elles la précédente multiphêéV 
par b , nous obtiendrons les deux équations 

(c — a)(c — 6 ) 3 + (d — a)(d — b)u = (k— a)k — 6), 
c(c — a)(c — b): -}- d[d — a)(d — b)u = kk — a)(|V— 6). 

Si enfin de la dernière nous retranchons la précédente mul- 
tipliée par c , nous aurons 

(d — a)(d — b)(d — c)u = (/; — a)(k — b)(k — c) , 

d’où 

(k — a)(k' — b)(k — c) 

U ~(d— a){d — 6)(d-c)’ 

On en déduira les valeurs des autres inconnues en effec- 
tuant trois fois la permutation circulaire des quatre lettres 
a , b, c, d. On trouve ainsi 

( k — b)(k — c)(k — d ) 

(a — b)(a — c)(a — d)’ 


128. Question IV. Résoudre le système des trois équa- 
tions 



On considérera dans ces trois équations les quantités 
' comme étant les inconnues. En multipliant la pre- 
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mière équation par a , la seconde par 6, la troisième par c, 
ajoutant les deux premières et retranchant la troisième , on 
trouve 



d’où 

i a»-|_b«_c» 

z 2 ab * 

. " 

•Si l’on permute circulairementles deux groupes de lettres 
x , y , z et a , b, c , on voit que la première équation de- 
vient égale à la deuxième , la deuxième à la troisième , la 
troisième à la première ; les trois équations éprouvent elles- 
mêmes la permutation circulaire et par conséquent le sys- 
tème ne change pas. On peut donc de la valeur de z déduire 
celles de x et de y par deux permutations successives, 

i b' -f- c’ — a* 

x a bc * 

' i c* 4- a* — 6’ 

y ica 

129. Question V. Résoudre le système des trois équa- 
tions 

CLr -\-b"y-{- b'z-\- C =o, 
b'x- f- a'y bz -fc'=o, 

b'x+by -f-a"z-j-c"=o. 

En appliquant la formule générale du n° i ai, on trouve 

c[b*~ a'a")+ d[a"b"— bb') + c"(àb' — bh") 

X aa'a' — ab* — a! b* — a"6"*-|- ibb'b'' 

Les équations proposées ont une symétrie relative aux 
accents. Regardons les lettresqui n’ont pasd’ accents comme 
affectés de l’accent o. Plaçons sur un cercle les trois lettres 
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x, y , s et à côté les trois accents o , i, 2. Si nous effec- 
tuons la permutation circulaire de trois lettres x, y, 2, et 
en même temps celle des trois accents o , 1,2, les trois 
équations deviennent 

dy -f- bz -f b"x -f- c = 0 , 
by -}- a"z -|- b'x -j- c"= o , 
b 1 ' y b' z -f- ax + c — °» 

On voit que la première équation devient égale à.la 
deuxième , la deuxième A la troisième , la troisième àf pre- 
mière ; en un mot , les trois équations éprouvent elles-mêmes 
la permutation circulaire , et par conséquent le système ne 
change pas. On obtiendra donc les valeurs de y et de 2 au 
moyen de la valeur de x par dent permutations successives. 


• Questions à résoudre. 

Question I. Résoudre le système des trois équations 

ax + 4 ,V — 32 = 22 , 

lyx — ay-\-bz=- 18, 

6 x 7 y — 2 = 63. 

Réponse: x = 3, y = ?, 2 = 4. 

Question II. Résoudre les trois équations 


Réponse : 





21 

a5' 
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x . y , z 

■'Vçr+5+4- 4 '’ 


M+î— • 


!+!+s=’ 5 - 

4# 

x = i2, y = Go, 2 = 60. 



Réponse : 

Question IV. Résoudre les quatre éqttations 

4x — 3y-f au = 9, 
ax -f* 6: = 28 , 

4u — aÿ= 14, 

3 x-{- Uu = a 6. 

Réponse: x = a, y = 3, 2 = 4» u = 5. 


■t 


Question V. Résoudre les trois équations 


x + a{y + =)=“. 

y + 6 (~ +*)=?» 

2 4- c(x + y) = y* 


Réponse : 


(1 — 6c)a-f-a(c — i)P-f-o(6 — 1 )y ‘ 
1 — bc — ca — ab-\-iabc 


Question VI. Résoudre les trois équations 

x + ay + «’* + o 5 = o > 
x+by + b*z-\- 6"=: o, 
r + cy + + c’ = °. 

Réponse : 

z = -(a+b+c), 
y = 6c-f-ca-|- ab, 
x = — o6r. 


» 
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Question VII. Résoudre les quatre équations , 

x -(- ay-j- a*z -j-a’u -f- a‘ == o, * 

x-f- by -j-fc’î + b 3 u -}- 6‘ = o, 
x + °y + c ' 2 + c ’ u + c ‘ = ° . 

, x + dy + d*z -(- b 3 u d‘ = o. 

Réponse : 

u = — (a + b+c + d), 
z — ab -j- oc -}- ud "I” bc -p bd -j— cd , 
y = — ( abc + bcd -f- cda -f- dab ) , 
x = abcd. 

Question VIII. En alliant deux lingots d’argent dans 
des rapports donnés, on a formé deux nouveaux lingots dont 
les titres sont connus. Quels sont les titres des deux pre- 
miers lingots ? 

En appelant a et 1 — a les poids des deux lingots qui 
entrent dans dans un kilogramme du premier alliage , a! et 
i — a! les poids des deux lingots qui entrent da^f un kilo- 
gramme du second alliage, b et b' les titres des deux alliages, 
x et y les titres des deux lingots , on a les équations 

ax-f-( i — a)y = b , 
a'x-j-h — à)y—b'j 

d’où l’on déduit 

(> — o')6 — (i— a)b' 

■ x — - — -, , 

, a — a 

ab' — ba' 

V = - — ~r- 

a — a 

Question IX. Connaissant la composition et les prix 
de trois mélanges formés de trois substances différentes, 
trouver les prix de ces trois subtances. 

Question X. Trois joueurs conviennent que le perdant 
doublera l’argent des deux autres. Ils perdent chacun une 


« 
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partie, et à la fin ils ont chacun la même somme à. Com- 
bien chacun avait-il au commencement? 


Réponse : 


i3a ? a ija , * 

X’ ”8’ 8‘ 


Question XI. Même question étendue à un nombre quel- 
conque n de joueurs. 

Réponse : 

(i-f/i2" - > {i+»2" _, )a (i-(-n2" _, ';a 


( i 4- n)a 


Question XII. On piprtage une certaine somme entre 
plusieurs personnes de la manière suivante : la première 
•prend une somme a et la n' partie de ce qui reste, la 
deuxième une somme 2 a et la 11 partie de ce qui reste, la 
troisième une somme 5 a et la n partie de ce qui reste, et 
ainsi de suite. Il se trouve à la fin que la somme d’argent a 
été partagée exactement et que toutes les parts sont égales. 
On demande quel est le nombre des personnes et la part de 
chacune. 


Réponse : Le nombre des personnes est n — 1 ; la part de 
chacun a (n — 1 ) , et la somme totale a (n — 1 ) *. 

Question XIII. Un tonneau contienta litres de vin.On tire 
un litre que l’on remplace par un litre d’eau ; on tire un 
second litre que l’on remplace par un litre d’eau, et ainsi de 
suite. Quelle quantité de vin contiendra encore le tonneau 
après n opération de ce genre. 

‘ (a-Q“ 

Réponse: . 

a 1 

Question XIV. Deux vases de capacités données contien- 
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nent chacun un mélange connu d’eau et de vin. Quelle 
capacité doivent avoir deux vases égaux, pour que, les 
remplissant à la fois , l’un dans l’un des vases donnés, l’autre 
dans l’autre, et versant dans chacun d’eux ce qui a été pris 
dans l’autre , la proportion du mélange devienne la môme 
dans les deux vases? 

# 

Question XV. Inscrire dans un triangle donné un rec- 
tangle semblable à un rectangle donné. 

Question XVI. Dans un triangle donné inscrire un rec- 
tangle de périmètre donné. 

t 



* 
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Préliminaires. 


> 

130. Je rappelle d’abord quelques principes qui ont déjà 
été vus en arithmétique et qui nous seront utiles par la suite. 


Théorème 1. Le carré d’un binôme égale le carré du pre- 
mier terme, plus deux fois le produit du premier par le 
second, plus le carré du second. 

Si l’on multiplie le binôme a b par lui - même , on 
trouve en efljpt 

(a-j5R , = a* + 4* D’- 

Ainsi le carré du binôme x — 5 est 


x’ — &E-I-9. 


Le carré du binôme x 4- - est 

3 




’ 131. Théorème II. On élève au carré le produit de plu- 
sieurs facteurs en élevant chaque facteur séparément au 
carré. 
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Si l’on multiplie le produit abc par lui-même, d’après 
la règle de la multiplication des monômes , on trouve en 
effet 

[abc)'- = o’ft’c’. 

Corollaire. On élève au carré un monôme entier, en èle- 
vanl le coefficient au carré et doublant tous les exposants. 
Soit, par exemple, le monôme - a'b'c; en le multipliant par 
lui-même , on a 

(yoWej* = qgaWc*. 

Théorème III. Réciproquement on extrait la ràcine carrée 
d’un produit de plusieurs fadeurs en extrayant la racine 

carrée de chaque facteur séparément. 

• / 

Soit le produit abc. Je dis que 


1 / abc = ^/a\/b \/ c. 


En effet si l’on élève le second membre au carré, ce qui se 
fait en élevant chaque facteur séparément au carré , on re- 
produit la quantité abc. ' 

m 

Corollaire I. On extrait la racine carrée d'un monôtne 
entier en extrayant la racine carrée du coefficient et divisant 
par deux tous les exposants. Je dis, par exemple, que 

V / 4<ja 6 /) l c’ = 7 o’/Pc. 

Car, si l’on élève le second membre au carré , on reproduit 
490*6*0*. 

Pour qu’un monôme entier soit carré parfait, c’est-à- 
dire pour qu’il existe un monôme entier, qui, élevé au 
carré , reproduise le monôme proposé , il est nécessaire que 
son coefficient soit un nombre carré parfait et que tous ses 
exposants soient pairs. 
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Corollaire H. Ou fuit sortir du signe radical un facteur 
carré parfait , en en prenant la racine carrée. Soit, l’ex- 
pression 

V/ô*6.i 

lin extrayant la racine de chaque facteur séparément, on 
écrira 

\/ a* b = a\/b. 

Ceci permet de simplifier, les expressions irrationnelles. 
Soit l’expression irrationnelle 

l/iŸaa 1 /) V. 

On remarque que la quantité placée sous le signe radical 
peut être décomposée en deux facteurs 

, 1 2o’6 l c 3 = ha'b'c* X ôae , 

dont le premier est carré parfait. Si l’on extrait la racine 
de chacun des deux facteurs séparément, on a 

V/ iaa 7 fc‘c* = a arb'cX/Zac. 

Réciproquement ou introduit un fadeur sous le signe 
radical en l'élevant au carré. Ainsi 

.1 

a 1/6 = \/ a*b. 

132 . Théorème IV. On élève une fraction au carré , en éle- 
vant séparément au carré le numérateur et le dénominateur . 

Car, si l’on multiplie la fraction ~ par elle-même , on a 



Théorème V. Réciproquement on extrait la racine carrée 

il 
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d'une fraction en extrayant séparément la rat ine du numé- 
rateur et du dénominateur. Ainsi 


Vh i* vr"! ‘,m imi 

Car, si l’on élève le second membre au carré, on re- 
produit la fraction 



Tranformation des expressions irrationnelles. 



133. On simplifie le calcul des expressions irrationnelles • 
en transformant ces expressions de manière à rendre le 
dénominateur rationnel. Voici quelques exemples de sem- 
blables transformations fréquemment usitées en algèbre. 


_3_ = 3 \A 

%Vl 10 


I 


On a multiplié par |/5 les deux termes de la fraction. 
2 ° Soit Texpressioii 


m 


Va + \/b 


Si l’on multiplie le numérateur et le dénominateur par 

V a — | /b, le dénominateur, étant le produit de la somme 
de deux quantités par leur différence, égale la différence 
a — 6 de leurs carrés , et devient rationnel. On a donc 


m m[\/ a — Vb) 

V~a+Vb~ a ~ b 
On a de même 

m m[V a -\-Vb) 

Va - 1 / 7 , a— b 
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en multipliant le numérateur et le dénominateur par la 
somme J/a + [/l>. 


Exemple: 

^ _ = = S 5 - + 3 t/T 4 . 


1 1/ 5 — 3 \/ a 


On a multiplié le numérateur et le dénominateur par la 

somme 2j/5-f-5j/*2,Ce qui rend le dénominateur égal 
à la différence des carrés, 4 x 5 — 9X2 = 20 — 18=2. 
On à supprimé le facteur 2 commun au numérateur et au 


dénominateur, puis on a multiplié 2 |/5 -f 5 1/2 par J/7, 


ce qui donne 2 j /55 + 5 j/ 14; carj/5xj/7 = |/5X7 = 

J /35 , et de même J/îx 1/7 = J/2 X7 = J/ « 4 - 
3 # soit F expression 


m 


Va+Vb + V~c 


Si l’on multiplie le numérateur et le dénominateur par la 

différence (f/a-j- y b ) — j/c, en considérant j/ u 4 J/i 
comme ne formant qu’un seul terme, on a 


™ _m(l/ a-\-\/ b—[/e) m(y a-\-\/b — l/ e) 

\/a+\/b+\/~c ~ ~ a +b-c+i\/âi> 

Cette dernière expression ne renferme plus qu’un seul 
terme irrationnel à son dénominateur. On considère a-\- b 
— c comme ne formant qu’un terme et l’on multipliera par 

la différence ( a 4- b — c) — 2 j/ôè ; l’expression devient 
ainsi 

m{\/ a 4- y b — y c) (a -(- b — c — 2 y ab) 

(a b — c) s — L \ab * 

le dénominateur est rationnel. 
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ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE. — 
RÉSOLUTION. — DOUBLE SOLUTION. — VALEURS- 
IMAGINAIRES. /■ 


Résolution de V équation x s = A. 

* 

134. Toute équation du second degré à une inconnue 
peut être mise sous la forme • 

ax’-f- bx -}-c = o, 

dans laquelle x désigne l’inconnue, et les lettres a , b, c des 
quantités connues. Elle contient trois termes, un du second 
degré ax l , un du premier degré bx et un terme connu c. 

Considérons d’abord le cas où l’équation ne renferme 
pas de terme du premier degré. Soit, par l’exemple, l’é- 
quation 

x ' = a5. 

Il faut trouver une quantité qui , élevée au carré, donne 25. 
Or le nombre 5, élevé au carré, donne 25; que l’on af- 
fecte ce nombre 5 du signe ou du signe — , son carré 
sera toujours égal à y 5 ; car on sait que le carré d’une 
quantité négative est positif. Ainsi l’équation admet les 
deux solutions -j- 5 et — 5 , ce qu’on écrit 

x=d~5, 

lisez x égale plus ou moins 5. L’équation n’admet aucune 
autre solution, car le nombre 5 est le seul nombre dont le 
carré égale 2 5. 

En général soit l’équation 

x' = A. 
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dans laquelle A représente une quantité positive donnée. 

Désignons par [/ \ le nombre , commensurable ou incom- 
mensurable, dont le carré est A ; ce nombre, affecté du 
signe + ou du signe — , aura toujours un carré égal à 
. A ; ainsi l’équation proposée admet deux solutions égales 

et de signes contraires -f- f/.i et — |/% ce qu’on écrit 

J;’ W 

Ces solutions s’appellent aussi les racines de l’équation, 

parce qu’on les obtient au moyen de l’extraction d’une ra- 

cyie carrée. Mais cette dénomination a été étendue aux 

solutions des équations de tous les degrés. 

* 

Résolution de l’équation x a + px -f- q = o. 


135. Considérons maintenant l’équation générale du 
second degré 


ax * -(- bx -|- c = o. 


Si nous divisons tous les termes par le coefficient a , cette 
équation devient 


X* -j- —X -j- — : 

a 1 a 


ou 

x'+px + q = o. 


en représentant pour abréger par les lettres p et q les quan- 

. b c 

tités connues - et -. 

a a 

Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous l’ex- 
pliquerons d’abord sur un exemple. Soit l’équation 

x* — i4x-f-4o = o- 
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Si l'on fait passer dans 4e second membre le terme connu, 
cette équation devient 

k T*— l/jjfccp — 40 . 

Les deux termes x' — 1 ox peuvent être considérés comme 
les deux premiers termes du carré du binôme x — 7, et* 
en effet, le carré de ce binôme est x ! — <4x + 49; pour 
compléter le carré, ajoutons 4'j aux deux membres de 
l’équation, nous aurons 


ou 


x’— i4-r + 49 = 49 — 40 =9 , 
(x— 7)* = 9, 


en remplaçant le premier membre par l'exprœsion équiva- 
lente (x — 7)*. Cette dernière équation est évidemment 
équivalente à l’équation proposée. 

La quantité x — 7 doit être telle que son carré égale 9 ; 
or le nombre 3, affecté du signe -f ou du signe — , a son 
carré égal à 9, et c’est le seul nombre dont le carré égale 9 ; 
on doit donc avoir , 


d’où 


x — 7=±5, 

x= 7 ±3. 


Ainsi l’équation proposée admet les deux solutions 


.r = 7 + 3 = 'o, 

x = 7 — 3= 4. 


On peut vérifier en effet que chacun des nombres 1 o et 4 , 
mis à la place de x, satisfait à l'équation 

x* — i4x-f 4° = o, 

c’est-à-dire annule le premier membre. 


136 La méthode précédente s’applique sans difficulté 
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Si l’on fait passer le terme connu dans le second 
membre , cette équation devient 

x*+px=— 7. 

Les deux ternies x' -f px sont les deux premiers termes du 
carré du binôme x-f et, en effet, si l’on forme le carré 
de ce binôme d’après la loi connue , on a 


(*+;)'=*■ 


+p- r +f 


P* 

Pour compléter le carré , ajoutons y aux deux membres 

4 

de l’équatiou ; l’équation devient 

x’+px+^-ç, 

et peut être mise sous la forme * 

Nous supposons que la quantité connue - — q est positive. 
L’équation étant mise sous cette dernière forme, on voit 
que la quantité inconnue x -}- - doit être telle que son 


carré égale la quantité connue — 7; or, si nous dési- 

4 


gnons par 


v/f 


7 la racine carrée arithmétique du 
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n* ,, 

nombre positif ~ — q, c’est-à-dire le nombre J 

commensurable ou incommensurable, dont le carré égale 

q, la quantité inconnue x + - doit être égale au 

4 . 2 


ibre \^/ ~ — q, affecté du signe + ou du signe — . 

, + ï =±v æ=; ' 


nombre 
On aura donc 

t 


d’où l’on déduit 




Telle est la formule générale dont on se sert pour ré- 
soudre les équations du second degré ; elle donne deux so- 
lutions, l’une fournie par le signe + placé devant le 
radical, l’autre par le signe — . 11 est bon de se la rap- 
peler par cœur ; on l’éinbnce ainsi : les deux racines d’une 
équation du second degré, mise sous la forme 

x'+px + q=o, 

égalent la moitié du coefficient du terme du premier degré 
changé de signe , plus ou moins la racine carrée du résultat 
obtenu en retranchant du carré de cette moitié le terme 
connu. 


137. Appliquons cette formule à quelques exemples : 
i" Résoudre l'équation 


x'-{-&x -f- 8 = o. 

La formule donne 

.r — — 3 ± \/ 9 — 8 = — 3 ± \/ 1 = — ô±i, 
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L’équation admet les deux solutions 

. * 

X — — 3, X = — 4. 

a* Résoudre l’équation 

x* — ?x -|“ 10 = o. 

La formule donne 


tes 


i 


• x = Z ± \/^_ 10 = Z ± \/i = Z±® 

3 y 4 3V423 


4 3 

L’équation admet les deux solutions 

•T = 5 , X 

* 

5° Résoudre l’équation 

x , -|-4 :r — 13 = 0. 

La formule donne 


à 




X — 3±\/44-13 = — 3±\/l6= — 3±4- 

l’équatioQf admet les deux solutions 

» *» 

ar = +3, x — — 6. 

4° Résoudre l’équation 

x* — 3 x — 4 = 0. 

La formule donne 

x=5±V / f+ _ 4= 3 -±V / ?=- ±5 - 

L’équation admet les deux solutions 

x = + 4, x = — 1 . 
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Racines égales. * 

138. Dans ce qui précède, après avoir mis l’équation du 
'.second degré sous la forme 




qgpis avons supposé que le second membre est une quan- 
tité positive, et nous en avons déduit la formule 


i =-' ± Vr'' 


qui nous 
l’équation. 


deux racines ou les deux solutions de 


Lorsque la quantité ~ — g est; nulle,” l’équation devient 




Le premier membre est un carré parfait. La quantité in- 
connue x + - , devant avoir son carré nul , doit être nulle 


elle-même; ainsi l’on a 


d’où 


x+- = o, 




L’équation n’admet plus qu’une seule solution x = — -. 

Cependant on a coutume de dire que dans ce cas l’équa- 
tion admet deux racines égales. En voici la raison : suppo- 

n* . , , 

sons que la quantité - — q soit positive et très-petite ; les 
4 
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deux racines données par la formule générale , différeront 

É'fV' ' v- 

très-peu de — l’une en plus, l’autre en moins, et par 
conséquent différeront très-jfôu l’une de l’autre. Plus la 

pi 

quantité 7 — q sera petite, plus les deux racines se rap- 
4 

procheront l’une de l’autre; et enfin, à la limite, quand la 

n* .. 

quantité 7 — q sera nulle, les deux racines deviendront 
4 

égales entre elles. 9 

Racines imaginaires. £ 

139. Les carrés des quantités , soit positives, soit néga- 
tives, étant toujours positifs, il s’ensuit que les quantités 
négatives n’ont pas de racines carrées. Ainsi lorsqu’en ré- 
solvant une équation du second degré , on est amené à ex- 
traire la racine carrée d* une quantité négative , il y a éy- 
demment impossibilité de satisfaire à l’équation ; dans ce 
cas , les formules donnent des valeurs fictives qui ont été 
introduites dans l’analyse mathématique sous le nom de 
quantités imaginaires. » 

Considérons d’abord l’équation 

x*— A. 

Quand la quantité A est positive , l’équation admet les <|eux 
solutions 

x — ± V/a. 


Mais, quand la quantité A est négative, comme il n’existe 
aucun nombre, soit positif, soit négatif, dont le carré égale 
A, il y a impossibilité de satisfaire à l’équation. Cependant la 
formule donne des valeurs imaginaires qui satisfont égale- 
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ment à l’équation , si l’on convient de regarder le symbole 
\/ A comme ayant son carré toujours égal à À, quelle que 
soit la valeur de A , positive ou négative. 

Ainsi on dira que l’équation 

x 3 — — i 

admet les deux solutions imaginaires 

llr — * 

.r = ± 1 / — i . 

On représente ordinairement par la lettre i le symbole 
, et l'on introduit la lettre i dans les calculs, comme si 
elle représentait une quantité réelle, en convenant que son 
carré i* égale — i . 

Toutes les valeurs imaginaires peuvent être exprimées au 

moyen du symbole ou de la lettre Par exemple , 

l’équation 

x'--= — 9 

admet les deux solutions imaginaires 

a- = ± V/— 9- 

Si l’on observe que — 9 = 9 x ( — 1) et si l’on applique le 
tjiéorème ordinaire sur la racine d’un produit, on écrira 

V — 9 = \/9 X \/— > = 3», 

d’où 

x = ± 3 i. 

Considérons maintenant l’équation 
x 1 — (kr -j— 1 3 — o , 


qui se met sous la forme 

[x — 3 ) ! = — 4 . 

Un carré 11e pouvant être égal à la quantité négative — 1 \, 
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il est impossible de satisfaire à l’équation par des valeurs 
réelles. Mais, eu oiUuyuut la racine,. on est conduit aux va- 
leurs imaginaires 

» „-,_ ±V /= 4, * , 

d’où 

x=.5±\/^fy-, * <- 

en observant \/~^— [/\ x = ai , on les écrira 

IL en est de même de l’équation générale 


il en est 

m* 


Æ, + P-r + ?=o, 

y 


toutes les fois que la quantité - — (/-est négative. Car, cette 

4 

équation étant mise sous la forme 




on voit qu'il y a impossibilité d’y satisfaire parafes valeurs 
réelles ; mais on obtient les valeurs imaginaires 




2 V 4 

qui satisfont à l’équation , en conVfenant. comme nous l’a- 
vons dit déjà , que le carré du symbole V/? — q égale 

p* 

— q dans tous les cas. Il en résulte pour x les deux va- 
leurs imaginaires 

— 


ou 




Digilized by GoogI 


1 


174 



l.F.CONS D’ALGtBBK. 


Ces tleux valeurs sont ramenées à la forme a±bi, en 
représentant par a et 6 les deux quantités réelles — jj et 


\/ 


*~r 




1 40. Ainsi les quantités Imaginaires sont des expressions 
de la forme 

a-j-fti 

■''•1 * • 

.. 

dans laquelle les lettres a et b représentent des quantités 
réelles quelconques. Par opposition, on dit quele^quanfités 
ordinaires, positives ou négatives, sont réelles. On a étendu 
aux quantités imaginaires les règles ordinaires du calcul 
algébrique, comme si^la lettre i désignait une quantité 
réelle, en convenant de remplacer dans les résultats i* par 

— i. 

En résumant ce qui précède , on voit que l’équation 
x’-|-px-f-î = o 
présente trois cas principaux. 

p 1 

i° Lorsque la quantité — q est positive, l’équation a 
ses deux racines réelles fet inégales. 

n* 

a 0 Lorsque la quantité — — q est nulle, l’équation a ses 
4 

deux racines égales. Ces deux racines égales sont toujours 
réelles ; car dans ce cas le radical est nul. 

O* 

5° Lorsque la quantité — — q est négative, l’équation a 
ses deux racines imaginaires. 
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Résolution de l’équation ax* + bx -(- c = o. 

r 

\\\. Nous avons ramené l’équation générale du second 


degré 
à la forme 


ax’+ 6x + c = o 

x'+px + q = °, 


en divisant tous ses termes par le premier coefficient a , et 
posant • $L. 

*6 


P = â’ *=ï 


Résolvant cette dernière, nous avons trouvé la formule 

— ^V'F» • 

Si , dans cette formule , nous remplaçons les lettres p et 

b C 

q par leurs valeurs - et - , elle devient 


_______ 

2 a _f.\ , i / b ' — 4 ac — 4 oc 

b v 4<j* a V * 4 a ’ aa 2a 


Nous avons réduit au même dénominateur 4 a* les deux 
termes placés sous le radical , et nous avons extrait la ra- 
cine de ce dénominateur, carré parfait. Nous obtenons ainsi 
la formule 

— b ± \/ b* — âac 

x= » , 

aa 

qui est souvent usitée dans la pratique. 

Elle présente les mêmes cas principaux que la formule 
primitive : 1 ° quand 6* — l^ac > o , les deux racines sont 
réelles et inégales ; 2 ” quand 6* — ù,ac = 0 , les deux racines 
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sont réelles et égales ; quand b ’ — l\ac < o , les racines sont 
imaginaires. 

144. Remarque. Il arrive souvent ([uele coefficient b con- 
tienne facteur 2 . Dans ce cas, la formule peut être un peu 
simplifiée, ce qui la rend plus commode dans les applica- 
tions. Posons b = 2 #* la formule devient 


— afc'zfcV&jb 1 ' — 4 ac — ih'±iV'b' t — ac 
x = — 


■Kl 


2 a 


et , si on divise par 2 le numérateur et le dénominateur, 

— 6'dhV/</* — ac 
f x = . 

.T 

Soit, par exemple, l'équaÿon 

3x* — i4x+i3=o. 

Le second coefficient étant un nombre pair, on emploiera la 
dernière formule , et l’on ^çrira ^ 

j ,o ; * 

3 


DÉCOMPOSITION Dl TRINOME X 1 -f px -f (J EN FACTEORS 
DD PREMIER DEGRÉ. 

143. Soit le trinôme 

x'+px + H 

dans lequel nous supposerons que la lettre x désigne une 
grandeur quelconque et tout à fait arbitraire. Si nous ajou- 
tons et si nous retranchons la valeur du trinôme ne 

4 
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' & pas, et l'égalité 

- - / »* 

œ + g=^ , + p.r-f - 


it: 





W; - 

Tk • __ 


ÎHH4 


est vraie, quelle que soit la valeur de x. La première pa- 


renthèse est le carré du binôme x -f- - ; la seconde peut 

2 * 


considérée comme le carré 


•é de ? — qr. On a donc 

x’+px-H/ = (*-f S) -(\/ f-î) • 


Le second membre^ qui est la différence des carrés de 
deux quantités, égale le produit de la somme de ces deux 
quantités par leur différence , et se décompose ainsi en deux 
facteurs du premier degré , 

Mais si l’on appelle x' et x " les deux racines de l’équation 

■j x*-f-px-f <7= o, 

obtenue en égalant le trinôme à zéro , racines données par 
les formules 



on voit que les deux parenthèses ne sont autre chose que 
les deux différences x — x' et x — x". Il en résulte que le 
trinôme proposé peut être mis sous la forme 

(x — x') (x — x"). 

12 
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Cette décomposition du trinôme en deux facteurs du pre- 
mier degré subsiste daus tous les cas, que les racines soient 
réelles ou imaginaires. 

Applications. Considérons, par exemple, le trinôme 
.r*— yxt(- 10. 


I 

Les deux racines de l’équation obtenue en égalant ce 
nôme à zéro sont x' — 2 , x" = 5 ; on a donc 


r’-|- 7X+ 10 = (x — 2) (x — 5 ). 

Cette égalité est vraie , quelle que soit la valeur de a;. * • 

Soit encore le trinôme 

x*-f- l\X — 12. 


Les deux racines de l’équation, obtenue en égalant ce 
trinôme à zéro , sont x = — 6 , x" = 2. On a donc iden- 
tiquement, c’est-à-dire quelle que soit la valeur de x , 

x*-j-4x — ■ 12= (x+6) (x — 2). 


1 44 . La forme la plus générale du polynôme entier du 
second degré est 

ax*- 1- bx-\-c. 

Si l’on met le coefficient a en facteur , et si l’on appelle 

, b c , 

p et q les quotients - et - , ce polynôme s’écrit 

ax’-|- 6x-f-c= a [x*-\-px -f-ÿ). 

Le polynôme entre parenthèses se décomposant en deux 
facteurs x — x' ci x — x", 011 a l’égalité 

ax ! -|-6x-|-c = a(x — x') ( x — x"), 
quelle que soit la valeur de x. 
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Les lettres x ' et x" désignent les deux racines de l’équation 
x*-\-px-\-q= o, „ 

« 4 * 

ou, ce qui est la même chose, de l’équation 


or* -f- bx -4- c = o . 


RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES 

de l’équation px + q = o. 

145. Établissons d’abord ce principe : lorsque deux tri- 
nômes du second degré sont égaux, quelle que soit la 
valeur de x, ils sont identiques, c’est-à-dire que les coef- 
ficients des mêmes puissances de x sont égaux respec- 
tivement. 

Soient les deux trinômes 

ax’-f bx -f- c, 
a'x*4-6'x-|-c', 

que nous supposons égaux pour toutes les valeurs de x. 
Leur différence 

(o — a()x i -\-[b — b')x-\-c—d 

sera nulle pour toutes les valeurs de x ; or, une équation 
du second degré ne peut admettre plus de deux solutions ; 
il est donc nécessaire que les trois coefficients a — a', b — b\ 
c — c' soient nuis séparément , sans quoi l’on aurait une 
équation du second degré ou du premier degré , ayant une 
infinité de solutions, ce qui est impossible. Ainsi l’on a 

a— a', b — b', c = d , 

et les deux trinômes sont identiques. 

Pour que l’on puisse affirmer l’identité de deux trinômes 


Digitized by Google 



180 


LEÇONS n'ALGKIlRE. 


du second degré , il sullit que l’on sache qu’ils sont égaux 
pour trois valeurs différentes de x. Et, en effet, leur diffé- 
rence étant nulle pour trois valeurs de x , est identiquement 
nulle , sans quoi on aurait une équation du second degré 
admettant trois solutions , ce qui est impossible. 

146. En appelant x' et x" les deux racines de l’équation 
x 1 -f-px-f- q = o, 
nous avons vu que le trinôme 

■*’+P* + <7 

peut être mis sous la forme 

[x — x') (x — X 1 '), 

quelle que soit la valeur de x. Si l’on effectue la multipli- 
cation indiquée par les parenthèses, on trouve le produit 

x* — (x? -\-x")x-\- x'x”. 

Les deux polynômes , 

x’-f px-f q, 

x* — (x'-(- x" )x -f x’x 1 ', 

étant égaux pour toutes les valeurs de x , sont identiques et 
ont les mêmes coefficients. Ainsi l’on a 

x'+x"-—p. 
x'x" = q. 

Telles sont les deux relations fondamentales qui existent 
entre les racines de l’équation du second degré et les coef- 
ficients de l’équation; nous nous en servirons fréquemment. 
On les énonce ainsi : T équation du second degré étant ra- 
menée à la forme 

x 1 -(- px -f- a = o ; 
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1 ” la tomme algébrique des deux racines égale le coefficient 
de x changé de signe; a* leur produit égale le terme connu. 

147. Remarque I. r Lorsque .dans l’équation du second 

degré J* 

x* -f- p.r 4- q = o , 

le terme conuu q est négatif , les raciues sont toujours réelles 


«« 

et inégales ; car, dans ce cas , la quantité - — q est essen- 

4 


tiellement positive. En outre, ces deux racines sont de 
signes contraires , puisque leur produit est négatif. 

Ainsi, le terme connu étant négatif, on peut dire à priori 

que l’équation *"• 

• x * -\-\ x — 12 = 0, 


a ses deux racines réelles et de signes contraires. La somme 
des deux racines étant égale à — 4 1 la plus grande en va- 
leur absolue est la racine négative. Et en effet, les deux 
racines sont — 6 et + 2 , dont la somme est bien égale à 
— 4 et le produit à — 12 . 

2 “ Lorsque le terme connu est positif, il est nécessaire 

1 

d’examiner le signe de la quantité — q pour savoir si les 


racines sont réelles ou imaginaires. Si cette quantité est 
positive, les deux racines sont réelles et de même signe, 
puisque leur produit est positif. La somme des deux racines 
étant égale à — p, ce signe commun est contraire à celui de p. 

Soit , par exemple , l’équation 


x* — JX-\- 10 = 0. 

La quantité — 10 étant positive, les racines sont réelles. 

Leur produitétant positif, elles ont même signe. Leur somme 
étant égale à + 7» elles sont positives. Et en effet , ces deux 
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racines sont -f a et -f 5 , dont la somme est -f 7 et le pro- 
duit -f it. 

Soit encore l’équation 

j-*+6r+s = o. 

La quantité 9 — 8 étant positive, les racines sont réelles. 
Le produit étant positif, elles ont itiéme signe. Leur somme 
étant égale à — 6, elles sont toutes deux négatives. Et en 
effet, ces deux racines sont — 4 et — 2. 

5* Lorsque le ternie connu est très-petit en valeur abso- 
lue, le produit des deux racines étant ttès-petit , l'une 
d’elles a nécessairement une valeur nuiftMque très-petite. 
Si le terme connu tend vers zéro , cette racine très-petite 
tendra aussi vers zéro. La somme des deux racines étant 
égale à — p et l’une d’elles étant nulle , l’autre est égalé 
à — p. ÀU reste , dans ce cas , la résolution est facile , car 
l’équation Se réduit à 

J" S -)- pjr = o , 

et se met sous la forme 

x(x-\-p)=o. 

On peut annuler ce produit de deux manières, soit en 
faisant x = o 4 soit x =2 — p. 


Exercices. 

148. Question I. Résoudre les deux équations 

y+ *x — 5, 

ay' — 3x'-f - 1 o = a5 . 
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Si de la première équation on tire la valeur de y , 
y—5 — ix, 

«t qu’on la substitue dans la seconde, on arrive à l’équation 
du second degré 

x* ~6x+5 =o t 

d’où l’ofi déduit les deux valeurs 

x = i, x = 5. 

En portant successivement chacune de ces deux valeurs 
dans l’équation 

y = 5 — ax , • 

on obtient les deux valeurs coirespondantes de y 
y = 3, y = — 5. 

Ainsi, les deux équations proposées admettent les deux 
solutions 

i “solution x=t, y =3, 

a* solution x=5, y = — 5. 

t fo général , la résolution de deux équations à deux in- 
connues, l’une du premier degré, l’autre du second degré, 
est ramenée à la résolution d’une équation du second degré 
à une inconnue. 

149. Question II. Résoudre les deux équations 

x+y = 8, 
xy = i5. 

Quand on connaît la somme de deux quantités et leur 
produit, on voit immédiatement que ces deux quantités 
sont les racines d’une équation du second degré ayant pour 
coefficient de la première puissance dé l’inconnue la somme 
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prise avec un signe contraire, et pour terme connu le pro- 
duit. Dans l’exemple actuel, les valeurs de or et de y seront 
les racines de l'équation 

«* — 8u-(- i5 = o ; 

et en effet , la somiqp des deux racines est égale à 8 , et 
le produit à 1 5. Les deux racines de cette équation étant 
3 et 5 , on aura 



Les deux équations proposées sont symétriques par rap- 
port aux deux inconnues, c’^sl-à-dire ne changent pas quand 
on permute les lettres x et y. Ceci explique pourquoi les 
valeurs des deux inconnues sont données par la même 
équation. En effet, si l’on élimine y entre les deux équa- 
tions proposées , on arrive à l’équation 


x* — 8x-f- i5 = o. 

A cause de la symétrie , il est clair que si l’on élimine x 
au lieu de y, on arrivera nécessairement à la même équation 

y* — 8y + i5 = o. 

Ainsi les valeurs des deux inconnues sont données par la 
même équation du second degré. C’est l’équation que nous 
avons écrite immédiatement. 


150. Question III. Résoudre les deux équations 

y — x = a , 
xi/ — i5. 

La première équation n’est pas symétrique par rapport 
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aux lettres x eUy ; mais on peut la rendre symétrique en 

posant , 

x = — x ; 

car alors les équations deviennent ^ . 

4 

y+a :'=a, 

x’y = — 15. , 

Les valeurs des-deux inconnues x' et y sont données par^ 
l’équation du second degré 

u’ — SM — 13 = 0. 

dont les racines sont — 5 et -f- 5. On a donc 
, j !/ — 5 , - 


ou 



X =0 , 


•fr »=- 5 - 


Ainsi les deux équations proposées admettent les deux 
solutions 

x=3, y = 5, 
x — — 5, >j = — 3. 


151. Question IV. Résoudre les deux équations 

x+y= 8, 
x*+y*=34. 

Si, de la première équation élevée au carré, 
x , -faxy + y , = 64, 
on retranche la seconde , il vient 
sxy = 3o , 

d’où 

xy = i5. 

On connaît la somme ti des deux inconnues, et leur pro- 
duit 1 5 ; la question est ramenée à la question II ; les incon- 
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nues sont les racines de l’équation du secotod degré 
«* — 8» = o. 

152. Question V. Résoudre les deux équations 
(») x , + y*=G5, 


(*) 


xy = 28. 


Si à la première équation on ajoute ltfseconde multi- 
pliée par 2 , il vient 


ou 


je*-}- ixy -f- y 7 = in, 
(«+y)*=iai; 


on déduit de là 

(3) •». X+y =»± 1 1 . 

Si de la première équation on retranche la seconde mul- 
tipliée par 2 , il vient de mèm& 

Ü È —xcy-\-y t =g, 


ou 

on déduit de là 
(4) 


(*— y )*=»; 

X — y = ±5. 


On connaît ainsi la somme et la différence des deux' in- 
connues; il est aisé de trouver ces deux inconnues; les 
équations (3) et (4) , ajoutées et retranchées , donnent 
± 1 1 ±3 + 1 1 zn5 

n* «f — — ‘ ! . 


Il en résulte les quatre systèmes 

x=7> y=4> 

x—(\, y=7, 

x——7, y=— 4, 

*=—4, y = — 7, 

qui , en réalité , se réduisent à deux systèmes de valeurs 
égales et de signes contraires. 


Digilized by ‘Google 



LIVRE IV. ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 187 
, / 

153 . Question VI. Trouver quatre «ombres en pro- 
portion , connaissant la somme des extrêmes 2 1 , celle 
des tnoyêns 19, et la somme des carrés des quatre 
termes 44^. 

Appelons x, y, 5 , 1, les quatre nombres cherchés. Nous 
avons les quatre équations 


(3) y-f 5 = i 9 , ^ 

(4) = 44*- 

Nous connaissons la somme des deux inconnues x et f , et 
yÇussi celle des deux inconuues 1/ et z ; la question serait 
résolue si nous connaissions leur produit commun xt ou yz. 
Élevons les équations ( 2 ) et ( 3 ) au carré, ajoutons-les et 
retranchons l’équation ( 4 ), il vient 


ou 


axl-f- s>.t/: = 5(k>, 

4xf = 36o , 
xt — yz = go. 


Les deux inconnues x et t seront données par l’équation 
du second degré 

u’ — 21U -(-90 =. o 

qui a pour racines 6 et 1 5 , et les deux inconnues y et s par 
l’équation du second degrés 

«9« + 9°=° • 

qui a pour racines 9 et 10. Les nombres cherchés sont donc 

x = G, t = i5, 
l J =9. s=»o. 


154 . Question VH. Partager une droite donnée en 
moythne et extrême, raison. 
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On sait que partager une droite AB en moyenne et ex- 
trême raison , c’est partager cette droite en deux parties AM 
et RM , telles que la plus grande AM soit moyenne propor- 
tionnelle entre la ligne entière AB et la plus petite BM. 


Si donc on Appelle a la longueur de la droite AB , et x 
celte de la plus grande partie AM , la longueur de l’autre, 
partie sera a — x, et l’on aura la proportion 



qui.conduit à l’équation du second degré 
x*-\- ax — a’= o, 

d’où l’on tire 


I= “rVr^' 

La première racine 


>) 


est positive et moindre que a (car y/b étant plus petite 
que 5, y/ b — 1 est plus petit que a). Elle répond direc- 
tement à la question proposée et donne la plus grande 
partie AM de la droite AB partagée en moyenne et extrême 
raison. Il est aisé de déduire de cette formule la construc- 
tion géométrique connue. Si au point B on élève une per* 
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pendiculaire BC égale à la moitié de AB, l’hypoténuse AC 

sera égale à 4. Si du point C comme centre , 

avec CB pour rayon, on décrit un cercle , la longueur AD 

sera égale à AC — CD , c’est-à-dire à yA+H- 

ce sera fficisément la racine x'. 11 suffit maintenant de 
prendre sur AB une longueur AM égale à AD. 

La seconde racine 



3 

v 


4 


- a} — (\S 5 + i) 


* 


est négative et ne répond pas,à la question. Cependant il 
; est facile de lui donner une interprétation géométrique. 11 
suffit pour cela de modifier l’énoncé du problème de la ma- 
nière suivante : Sur la droite indéfinie AB, Irouvet un point 
tel que sa distance au point A soit moyenne proportion- 
nelle entre la longueur AB et sa distance au point B. La 
question ainsi posée admet deux solutions ; car, outre le 
point M que nous venons de déterminer, il existe vers la 
gauche un point M' tel que la distance M'A est moyenne 
proportionnelle entre AB et M'B ; à cette seconde solution 
correspond la racine négative" x" qui , devant être portée en 
sens inverse de la première, c’est-à-dire de droite à gau- 
che , donne la longueur AM'. 

On construira cette seconde solution de la même ma- 
nière que la première; la longueur AE, étant égale à 

AC CE, c’est-à-dire à «‘ + 7 est précisément 

la valeur absolue de x" ; on prendra donc AM' = AE. 


155 . Question VIII. Trouver les côtés d'un triangle rec- 
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langle , coimaiuant la hauteur et la d<H*rence de» cùtis de 
l'angle droit. 

Appelons x et y les deux côtés de l’angle droit, a leur 
différence donnée, z l’hypoténuse et h la hauteur. On a 
les trois équations 

(i) x — y — a , + 




(») 

( 3 ) 


T — y —a. 
x*+ ÿ* = z*, 
xy == hi. 


On obtient la seconde en écrivant que le carré de l'hypo- 
ténuse égale la somme des carrés des deux côtés de 
l’angle droit ; la troisième , jen remarquant que le double ae 
la surface du triangle égale la moitié du produit des deux 
côtés de l’angle droit ou le* produit de l’hypoténuse par la 

hauteur. ... . 

11 est facile d éliminer a; et y entre ces trois équations. 
Si dans la première , élevée ai» carrée , 


(4) r’ + y 1 — ajy = a*, 

4 

on remplace x * -f- y* par s* et xy par As , on a l’équation du 
second degré à une inconnue 

(5) s’— aAr = a’, 
d’où l’on déduit 

z = h±V'h' + a t . 

La première racine est positive ; le radical ayant une va- 
leur plus grande que h la seconde est négative. Comme les 
côtés du triangle doivent être nécessairement des nombres 
positifs, cette seconde racine ne convient pas à la question ; 
on la rejettera et l’on ne conservera que la racine positive 

(t>) z = h+\/h' + a'. 
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line fois 1 Sfjgoténuse : connue, on obtiendra aisément 
x et y. A l’équation (4) , ajoutons l’équation (il) multipliée 
par 4 » il vient 

‘ r ’+y , +«*!/=a‘+4/u 

ou 

(x + «/)*=«*+ 4 *:> 

(?) x + y==\/a i -\-( i hz. 

Cette équation donne la somme des deux côtés de l’angle 
droit; comme on connaît déjà leur différence, ces deux 
côtés sont connus. 

Application, a = r, h = 2 °‘, 4- La formule (H) donne 
z — 5 ; la formule (7) donne x -|- y — 7 comme on a déjà 
x — y = i , ïï en résulte x =#4 , y = 3. 


156. Question IX. Trouver la profondeur d'un puits, en 
y laissant tomber une pierre, et notant le temps qui s’é- 
coule entre le moment où on lâche la pierre et celui ou l'on 
entend le bruit que fait la pierre en arrivant au fend du 
puits. 


Appelons x la profondeur du puits et t le temps que la 
pierre met à arriver au fond du puits. On sait que les corps 
en tombant parcourrent des espaces proportionnels aux 
carrés des temps, de sorte que l’espace x parcouru par la 

pierre en t secondes sera x = - l , - représentant l’espace 

parcouru dans la première seconde ; on en déduit 


-Vt v 


autre part , on sait que le son se propage 


uniformément avec une vitesse de 54o mètres par seconde, 
vitesse que nous appellerons v ; ainsi le temps que met le 
son à remonter du fond du puits pour arriver à l’oreille est 
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Mais le temps observé a est égal au temps que met la 

pierre à arriver au fond du puits , plus celui que le son em- 
ploie à revenir jusqu’en haut. On a donc l’équation 


(>) 


V ' IX . X 


Si l' QQ., fait passer le terme — dans le second membre, l’é- 
quatifljtfoevient 

(»j . 


\ / ix x 

y' g^ a v 9 


si l'on élève les deux membres au carré, le radical disparaît 
et l’on obtient l’équation du second degré 


(3) 


ix j x 

9 ** \ » 


ou , en développant , et multipliant par v\ 

(4) x 1 — 2 e(a-f-pa:-}-aV = o. 

On en déduit 

(5) *=.(« +J)±*\/ (« + J) — % 

ou, en simplifiant, 

(6) *=»[h|±\/î(j+»«)]- 


On voit que les racines sont réelles ; elles sont posi- 
sitives, puisque leur somme est positive. 

11 est évident à priori que la question proposée admet 
toujours une solution et n’en admet qu’une ; voici d’où 
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proviennent les deux racines positives. L’équateur du pro- 
blème est l’équation (i) ou l’équation (2); or nous re- 
marquons que l’équation ( 5 ) obtenue par l’élévation au 
carré , n’est pas équivalente à l’équation (2; ; car, si l’on 
élève au carré les deux membres de l’équation 



on obtient la même équation ( 5 ). Ainsi l’équation ( 3 ) com- 
prend, non-seulement les solutions de l’équation (2) , mais 
encore celles de l’équation (7). Il faut donc examiner 
quelle est celle des racines trouvées qui convient à la ques- 
tions. La première , celle qui est donnée par le signe + , 
placé devant le radical, ayant une valeur plus grande 

que av , rend négative l’expression a — - , et satisfait par 

conséquent , non à l’équation (2) , mais à l’équation (7) ; 
elle doit être rejetée. 

L’autre racine 

a une valeur moindre que av ; car la valeur du radical 

étant plus grande que V - , la parenthèse est moindre que a ; 

elle satisfait donc à l’équation (a) , c’est-à-dire à l’équa- 
tion du problème. Ainsi la profondeur du puits est donnée 
par la formule (8). 


13 
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Æ 

y 

DES QUESTIONS DE MAXIMUM IW DE MINIMUM QUI PEtYENT 
SE RÉSOUDRE PAR LES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 


1 57. Question I. Partager un nombre donné en deux par- 
ties de manière quêteur produit soit maximum. 


Première mMhode. Appelons a le nombre donné , x l’u 
s parties, y le produit ; l’autre partie sera a — x et 1’ 


des parties, 

aura 


une 

on 


y = x (a— x). 

j/ft 

F&isons varier x de o à a; quand x = o, le produit y est 
nul ; quand x atteint la valeur -a, le produit redevient égal 
à o. Ainsi la quantité y est partie de zéro pour revenir à 
zéro ; dans l’intervalle elle a pris une série de valeurs posi- 
tives finies; elle a donc passé par un maximum, c’est-à- 
dire par une valeur plus grande que toutes les autres. 

Pour trouver ce maximum , nous écrirons le produit sous 
la forme suivante 

y = ax x* = j - (* , _ox + ^) = | - (x-î)\ 

(I* 

On voit que la quantité y reste toujours moindre que ^ , 

fl* 

elle atteint sa plus grande valeur ou son maximum -j-, 
quand le terme à retrancher ^ x — ~ est nul, c’est-à-dire 
lorsque x = et alors l’autre partie a — x est aussi égale 

à^. Ainsi le produit de deux facteurs, dont la somme est 

constante, est maximum , quand ces deux fadeurs sont égaux 
entre eux. 
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On voit aussi que , plus x s’éloigne de * , plus la quantité 

à retrancher ^ x — ^ augmente , et par conséquent plus 

y diminue. Si l’on fait croître x au delà de a, l’autre par- 
tie a — x devient négative et croît en valeur absolue , leur 
produit x( a — x ) devient négatif et croît aussi pn valeur 
absolue ; donc la valeur relative de y diminue indéfiniment. 
11 en est de même si l’on donne à x des valeurs négatives. 
Ainsi le produit n’a pas de minimum. 


Deuxième méthode. Proposons-nous d’abord la question 
suivante : Partager le nombre a en deux parties dont le 
produit soit égal à m. Si l’on désigne ces deux parties par x 
et y, on a les deux équations 

x-\-y — a, 
xy = m. 

On connaît la somme et le produit des deux inconnues x 
et y ; par conséquent ces deux inconnues sont les deux ra- 
cines de l’équation du second degré 


u 1 — au -f m = o. 

Ainsi 1 m valeurs de x et de y sont données par la formule 

l’une des racines est la valeur de x , l’autre celle de y. 

La question n’est possible que si les racines sont réelles ; 
il faut donc que la quantité placée sous le radical soit posi- 

# Q* 

tive , c’est-à-dire que le produit m soit moindre que ^ . 
D’autre part , on peut donner à m une valeur quelconque 
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a* 

moindre que 7 -; car à une telle valeur correspondent deux 

4 

racines réelles, c’est-à-dire un mode de partage qui la four- 
nit. Ainsi le produit m prend toutes les valeurs plus petites 

que ^ , et n’en prend aucune plus grande ; sa valeur la plus 

grande, ou son maximum, est Mais, lorsque m — ^ , le 
/■ 4 4 


radical est nul et les deux racines sont égales ; le produit 
acquiert donc sa valeur maximum , quand on partage le 
nombre a en deux parties égales. 


138. Remarque. La question précédente donne la solution 
de plusieurs questions importantes de géométrie élémentaire : 
i° De tous les rectangles de même périmètre, quel est le plus 
grand ? Si on appelle 2 a le périmètre donné , x et y la base 
et la hauteur, on a x -f y = a, et la surface est représentée 
par le produit xy. Or nous savons que le produit de deux 
facteurs x et y, dont la somme est constante , acquiert sa 
valeur maximum quand les deux facteurs sont égaux entre 
eux ; ainsi, de tous les rectangles ayant môme périmètre, le 
plus grand est le carré. 

a° Parmi tous les triangles de même base et de même péri- 
mètre , quel est le plus grand ? Si l’on représente par a, b, c 
les trois côtés d’un triangle et par 2 p son périmètre , on 
sait que la surface du triangle est exprimée par la formule 


V'p{p—a){p — b)[p — c). 

Nous pouvons faire abstraction des deux facteurs constants 
p et p — o et considérer seulement les deux facteurs va- 
riables p — b et p — c. 

Leur somme q p — b — cou a est constante; donc le 
produit est maximum quand ces deux facteurs sont égaux 


Digitized by Google 


LIVRE IV. ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 197 


entre eux , c’est-à-dire quand b = c. Ainsi le triangle 
maximum est le triangle isocèle. 

159. Question II. Partager un nombre donné en deux par- 
ties telles que la somme de leurs carrés soit minimum. 


Première méthode. Appelons a le nombre donné , x l’une 
des parties , l’autre sera a — a; et la somme y de leurs carrés 
sera représentée par 

x)'. 

Cette expression peut être mise sous la forme suivante 


■xx 

ou 


._ aaj+a . =2 ^._ aÆ+ lj =3 ^ x ._ aa; + ^ + ^_ljJ, 


»=’[f + (H)’} 


On voit que la parenthèse est toujours plus grande que , 
et qu’elle prend sa plus petite valeur ou son minimum quand 
la quantité à ajouter (x — est nulle, c’est-à-dire 

quand x = et alors l’autre partie a — a; est aussi égale 

à -. Ainsi la somme des carrés de deux quantités , dont la 

.somme est constante , est minimum quand ces deux quantités 
sont égales entre elles. 

On voit aussi que , plus x s’éloigne de plus y aug- 
mente. Si l’on fait croître x au delà de a , l’autre partie 
a — x devient négative, mais son carré reste positif, et la 
somme augmente indéfiniment. Il en est de même si l'on 
donne hx desvaleurs négatives. Ainsi y n’apasde maximum. 


Deuxième méthode. Proposons-nous d’abord la question 
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suivante : Partager te nombre à *ri deux parties telles que 
la somme de leurs carrés soit égale à ni. En appelant a; et y 
ces deux parties, on a les Jeux équations 


Nous connaissons déjà la somme des deux inconnues; si 
nous pouvions trouver leur produit, nous obtiendrions ces 
deux inconûues par une même équation du second degré. 
Or, ced'ést facile. En élevant au carré les deux membres 
de la première équation , on a 

**+ a xy+y'=:o'; 

si l’on en retranche la seconde , on trouve 
a xy = a*—m. 


d’où 


xy — 


a 1 — m 


Ainsi les inconnues a: et y sont les deux racines de l'équa- 
tion du second degré 


u*— au -f- 


a* — m 


• = o; 


elles sont données par la formule 

a , » /a* a,' — m a a m — a* 

u=~±\/ — = ; 

a ' A " \ 4 a a 

l’une des racines est la valeur de x , l’autre celle de y. 

Pour que la question soit possible , il faut que la quantité 
placée sous le radical soit positive , c’est-à-dire que la va- 
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leur de m soit plus grande que — . D’autre part on peut 

fl* 

donner à m une valeur quelconque plus grande que — ; 

car, à une telle valeur, correspondent des valeurs réelles 
de x et de y. Ainsi la quantité m prend toutes les valeurs 

plus grandes que — et n’en prend aucune plus petite; sa 

2 * 

fl* fl* 

valeur la plus petite ou son minimum est — . Lorsque m = — , 

les deux racines sont égales ; la somme des carrés acquiert 
donc sa valeur minimum quand le nombre a est partagé en 
deux parties égales. 

160. Remarque. A la question algébrique que nous ve- 
nons de traiter se rattachent plusieurs questions géomé- 
triques qui offrent quelque intérêt. 

i° De tous les rectangles de même périmètre, quel est celui 
qui a la plus petite diagonale ? 

Si l’on appelle 2 a le périmètre donné, x et y la base et 
la hauteur, on a x -j- y = a , et le carré de la diagonale est 
égal à x* -)- //*. La somme des deux variables x et y étant 
constante , la somme de leurs carrés , et par suite la diago- 
nale elle-même, est minimum , quand elles sont égales entre 
elles. Ainsi , de tous les rectangles de même périmètre, c'est 
le carré qui a la plus petite diagonale. 

Les deux côtés du rectangle ayant des valeurs essentiel- 
lement positives, on ne peut pas faire croître x au delà de a , 
ni lui donner des valeurs négatives ; la diagonale aura donc 
sa valeur maximum quand x sera égal à a , et alors le rec- 
tangle se réduit à une ligne droite. 

a 0 Étudier la variation du carré inscrit dans un carré 
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donné. Si sur les côtés du carré ACBD, à partir des som- 
mets et en tournant dans 
le même sens , nous por- 
tons quatre longueurs 
égales AE, BF, CG, 
DH , et si nous joignons 
les points ainsi obtenus, 
nous inscrivons un carré 
EFGH. Appelons a le côté 
du carré donné , et x la 
longueur arbitraire AE, 
la surface du carré inscrit est représentée par 

EH* = AE’4- AH ’ = x' + {a— x)* ; 

c’est la somme des carrés des deux quantités variables AE 
et BE , dont la somme est constamment égale à a. Ainsi le 
carré inscrit minimum est celui que l’on forme en joignant 
les milieux des côtés du carré donné. A mesure que le 
point E s’éloigne du point milieu K, le carré inscrit aug- 
mente de plus en plus. Si l’on prolonge indéfiniment les 
côtés du carré donné, toute restriction disparaîtra, et 
l’on pourra donner à x des valeurs positives plus grandes 
que a et aussi des valeurs négatives (le carré inscrit E'F'G'H' 
correspond à une valeur AE' plus grande que a ). De cette 
manière le carré inscrit augmente indéfiniment. 

161. Question III. Etudier la variation du trinôme 
ax’ -j- bx -f- c. 

Si l’on met le coefficient a en facteur, le trinôme s’écrit 
sous la forme 

atx* -\-px -\-q). 

11 y a trois cas principaux à distinguer : 
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p» 

£ — q > o. Les racines de l’équation, obtenue en 


égalant le trinôme à zéro, sont réelles, et le trinôme se 
décompose en facteurs réels du premier degré (n° 144) 

A • 

o(x — x') (x — x") ; 


nous appelons x' la plus petite racine , x" la plus grande. 
Quand x varie de x' à x", le facteur x — x' étant positif et 
le facteur x — x" négatif, leur produit est négatif et le tri- 
nôme - a un signe contraire à celui de a. Quand x dépasse x" 
et croît indéfiniment, les deux facteurs x — x' et x — x" 
étant positifs, leur produit est lui-même positif et augmente 
indéfiniment; le trinôme a le même signe que a. Quand 
au contraire x est plus petit que x' et diminue indéfini- 
ment, les deux facteurs étant négatifs, leur produit est 
positif et augmente indéfiniment ; le trinôme a encore le 
signe de a. 

En résumé , le trinôme a un signe contraire à celui de a 
pour toutes les valeurs de x comprises entre les deux racines 
x' et x", et il a le même signe que a pour toutes les valeurs 
de x extérieures aux racines, c’est-à-dire plus grandes que 
la plus grande, ou plus petites que la plus petite. U change 
donc deux fois de signe ; une première fois quand x passe 
par la racine x', une seconde fois quand x passe par la 
racine x". 

Lorsque x varie de x* à x", le trinôme part de zéro , 
prend une série de valeurs finies et revient à zéro ; il 
commence donc par croître en valeur absolue pour dé- 
croître ensuite et la valeur absolue du trinôme passe par un 
maximum. Les deux facteurs positifs x — x' et x" — x 
ayant une somme constante x" — x\ leur produit est maxi- 
mum quand ces deux facteurs sont égaux entre eux , c’est- 
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à-dire quand "x est à égale distance des deux racines. On a 
alors 

x — x f = x " — x, 
ou. 

V j .__ x , +ag" p 

'• 2 2 ' 

En valeur relative , le trinôme passe par un maximum si a 
est négatif, par un minimum si a est positif. 

J)- 

2° q < 0. Les racines sont imaginaires et le tri- 

^ * U 

nôme prend la forme 

: ' »[(* + 9'+(«-i)]' ' 

ou, plus simplement, 

. »* 

en désignant par k 1 la quantité positive q — j. Quelle que 

soit la valeur de x , la parenthèse , qui est la somme de 
deux carrés , reste toujours positive et le trinôme conserve 
toujours le signe de a. La parenthèse devient minimum quand 

x = — -. Si, partant de cette valeur — -, x tend vers 

2 2 

+ oc ou vers — oc , la parenthèse augmente indéfiniment. 
A ce minimum de la parenthèse correspond un minimum 
ou un maximum du trinôme , suivant que a est positif ou 
négatif. 

5 ° ^ 0 = 0. Les racines sont égales et le trinôme 

4 

s’écrit 


•+S)* 
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# 

11 conserve toujours le signe (le a , et admet le minimum 
zéro en valeur absolue. 

162. Question IV. De tous les cônes circonscrits à une 
sphère donnée , quel est le plus petit ? * 

Soit AB un diamètre fixe de la sphère ; menons par le 
point A un plan tangent à 
la sphère et sur le prolonge- 
ment du diamètre AB pre- 
nons un point quelconque S 
pour sommet du cône circon- 
scrit. Si le sommet S se rap- 
proche du point B, le cône , 
s’évasant de plus en plus, 
augmente indéfiniment ; si au » E K 
contraire le sommet S s’éloigne du point B , le cône , s’al- 
longeant de plus en plus, et ayant toujours une base plus 
grande qu’un grand cercle de la sphère , augmente aussi 
indéfiniment. Ainsi , lorsqu’on fait glisser le sommet S sur 
le prolongement du diamètre à partir de point B, on voit 
que le cône circonscrit, d’abord infiniment grand, commence 
par diminuer pour augmenter ensuite et redevenir infini- 
ment grand ; il passe donc par une valeur plus petite que 
toutes les autres, c’est-à-dire par un minimum. 

Le volume du cône a pour mesure 

jjftÂC' X SA. 

Appelons r le rayon de la sphère et x la distance BS. On a 
SA = ar-j- x. 

Les triangles semblables SAC , SOD donnent la proportion 

AC _ SA 
OD “ SD’ 
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d’où Ton déduit, en remarquant que la tangente SD, 


moyenne proportionnelle entre SA et SB, égale \/ x (ar+a:), 

A(’ — f ( 2r + x ) r *( ar + x > - 

V/:r(ar + a:) * x 


Si l’on remplace les quantités AC et SA par leurs valeurs , 
le volume du cône aura pour expression 


-r 


,, (ar+ar) 


x 


Proposons-nous d’abord cette question : circonscrire à 
la sphère un cône de volume donné. Si, pour simplifier, 

nous représentons le volume donné par ~ r.r'm, nous au- 

O 


rons l’équation 


(ar+jr)* 


■ km. 


qui , mise sous forme entière , devient 

x* — 4(m — r)x-|-4r* = o. 

On en déduit 

x = a(m — r)±aV/(m — r)* — r*, 
et, en simplifiant la quantité placée sous le radical, 
x — i (m — r) ± a [/m{m — ar). 

Pour que x soit réelle , il est nécessaire et il suffit que la 
quantité positive m soit plus grande que ar ; donc m a un 
minimum ar et quand on donne à m cette valeur on trouve 
x = ar. Ainsi le plus petit cône S'C'E' circonscrit à la 
sphère a une hauteur S'A double du diamètre de la sphère; 

g 

le volume de ce cône minimum est , ; c’est le double du 

volume de la sphère. 

A toute valeur de m plus grande que ar correspondent 
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deux valeurs de x réelles et positives ; il existe donc deux 

cônes ayant un même volume quelconque plus grand que le 

minimum ; l’un a une hauteur plus grande que la hauteur 

S'A du cône minimum , l’autre a une hauteur plus petite. 

En effet , la valeur de x donnée par le signe -j- devant le 

radical est plus grande que 2 (m — r), et à plus forte raison 

que 2f, puisque mest plus grand que 2»-; le produit des 

deux racines étant égal à 4 r’, et l’une d’elles étant > 2r, 

l’autre sera < ar. 

♦ 

* • 1 4 

163 . Question V. Étudier la variation de la fraction 

2 X- + G 
x * — txr-f- 1 1 5 

dans laquelle x désigne une variable réelle arbitraire. 

Proposons-nous d’abord de trouver les valeurs de x qui 
rendent cette fraction égale à une quantité donnée m. Nous 
avons l’équation 

2 X % -f- 6 _ 

x x — 6 x-f-u m * 
ou, 

(m— 2 )x' — 6 mx -j- 11m — 6= o, 
d’où l’on déduit 

3 m ± t/gm* — (m — a) (11m — 6) 
x — ‘ » 

m — a 

et, en simplifiant, 

3 m±\/ — am* 4 - 28m — 1 a 

x = * 

m — a 

Pour que x soit réelle , il est nécessaire et il suffit que 
la quantité placée sous le radical soit positive. Ainsi la 
quantité m prendra toutes les valeurs qui rendent positif 
le trinôme 

— am*-j- 28m — > a » 
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et n’en prendra pas d’autre. Ce trinôme peut être mis sous 

la forme „ 

— a(m* — i4»n + 6). 

L’équation 

m 2 — 1 4 »» + G = ° > 

obtenue en égalant le trinôme à zéro , a ses racines réelles 
m = 7 -±\/ 45. 

*• 

Appelons ni la plus petite, m" la plus grande; le trinôme 
se décompose en facteurs du premier degré e| s’^rit 


— a (m — m') (m — m") , 


ou 


a(m — m') (m" — m). 

4 v ’ . 

Le trinôme est positif pour toutes les valeurs de m 
comprises entre m' et m" ; et il est négatif pour toutes les 
autres valeurs. Ainsi, quand la variable x parcourt toute 
l’échelle des grandeurs, la fraction proposée m varie entre 
m' et m", sans jamais sortir de ces limites. 

La limite inférieure m' est un minimum , la limite su- 
périeure m" est un maximum. 

Comme |/ 4 ? = 6,557 k 0,001 près, le minimum de la 
fraction est t»' = o, 443 , le maximum m" = 15,557. L a va- 
leur de x qui rend la fraction minimum est 

* = —’ — : = — °> 7 8 9 ; 
m — a 

celle qui la rend maximum est 

*'=^=3,5i 9 . 

La fraction acquiert une même valeur comprise entre 
m' et m" pour deux valeurs différentes de x. 
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164. Question VI. Étudier la variation de la fraction. 

x'+ 5 
6x — 7 


Si nous cherchons les valeurs de x qui rendent la frac- 
tion égale à m, nous avons l’équation 


d’où 


x*-(- 5 
6 a : — 7 


m, 


x % — ôtnx 5 — o , , 
x = 3m ±V/ «jm* — 7m — 5. 


La fraction m prendra toutes les valeurs qui rendent 
positif le trinôme 

9 m ! — 7 m — 5. 

Les deux racines de l’équation, obtenue en égalant ce 
trinôme à zéro , étant réelles , le trinôme se décompose en 
facteurs et se mettra sous la forme 


9 (m — m') (m — m"), 

m' désignant toujours la plus petite racine, m" la plus 
grande. Le trinôme est négatif pour les valeurs de m com- 
prises entre m' et m"; mais il est positif pour toutes les 
valeurs de m plus grandes que m" ou plus petites que m'. 
Ainsi la fraction m admet deux séries de valeurs: l’une, 
commençant à m" et s’élevant à -f- oc ; l’autre , commen- 
çant à m' et descendant vers — oc. La valeur m" est le mi- 
nimum de la première série, la valeur m' le maximum de 
la seconde série. 

Remarquons que les mots maximum et minimum n’ont 
plus ici un sens absolu , mais seulement un sens relatif. La 
valeur m" est la plus petite de toutes celles de la première 
série; c’est un minimum relativement à cette première 
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série ; mais elle est plus grande que celles de la seconde 
série. De même la valeur m' est la plus grande de toutes 
celles de la seconde série ; c’est un maximum relativement 
à cette seconde série. 

. Ainsi, quand la variable x parcourt toute l’échelle des 
grandeurs de — °c à -(-oc , la fraction proposée varie de m' 
à -f oc et de m' à — oc ; elle parcourt toute l’échelle des 
grandeurs sauf la portion comprise entre ml et m". 11 faut 
remarquer que la fraction saute brusquement de — oc à 

+ ce , quand x passe par la valeur 1. En effet, quand x 

est un peu plus petit que | , la fraction est négative et 
très-grande en valeur absolue ; dès que x dépasse un peu 
^ , la fraction devient positive et très-grande. 

16o. Question VII. Étudier la fraction 

x * — 5 
a # — 4 

En égalant cette fraction à m et résolvant l’équation , 
on trouve 

x = m±\/ m 1 — 4m -f- 5. 

Les deux racines du trinôme placé sous le radical étant 
imaginaires, ce trinôme peut se mettre sous la forme d’une 
somme de deux carrés 

(m — a)* -(- i ; 

il reste constamment positif, quelle que soit la valeur de m. 
Ainsi la fraction proposée parcourt toute l’échelle des gran- 
deurs de — oc à -(- ce ; il n’y a ni maximum ni minimum. 

1 66. Question VIII. Étant donnés deux cercles qui se cou- 
pent au point A ; par ce point , mener une sécante BC telle 
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que le produit des deux portions AB et AC de celle sécante 
soit égale à une quantité donnée. 

Étudions d’abord sur la figure la variation du produit 
AB x AC. Faisons tourner la sécante autour du point A de 
droite à gauche ; si nous 
partons de la position 
AD où elle est tangente 
au grand cercle , le seg- 
ment AB est nul ainsi 
que le produit; quand 
nous arrivons à la po- 
sition AE où elle est 
tangente au petit cercle, le segment AC s’annulant, le 
produit redevient nul ; dans l’intervalle le produit a donc 



passé par un maximum. Si nous continuons le mouvemeut 
dans le même sens pour aller de la position AE à la posi- 
tion AD, le produit partant de zéro pour revenir h zéro 
passe par un second maximum. 

Supposons que la sécante occupe la position BC ; des 
centres O et O', abaissons sur cette sécante les perpendicu- j 

laires OF, O'G ; et du centre O' menons une parallèle O'H 
h la sécante. Appelons a et b les rayons OA, O'A des deux 
cercles, d la distance 00' des centres, a; et y les moitiés 
AF, AG des deux segments delà sécante, 4 m le produit de 
ces deux segments. On a la première équation 


(O xy = m. 

Le triangle rectangle OO'H donne 

d' = cm’ + ÔIÏ’ = (*+ y y -I- (OF -O'G)* ; 
si l’on développe les carrés et si l’on observe que 

ÔF*=a* — x*, 
cTG* = 6*— y*. 


\ti 


T 


*10 

il vient 
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d ! = a -J- 6 ? -f- 2 m — al^ (a* — x 5 ) (b 1 — y’) , 

d'où 

V^a’— x*)(6 s — y , ) = ^-Ü — -f- m = A -f m , 

en désignant, pour abréger, par A la quantité connue 
a — — ^ — . En élevant au carré et développant , on a 

aV — 6’x* — a’y s -f" ^’y 1 = (A — *n)% 

OU 

(«) 6 , x s -J-a ï y’ = a , 6 I -f-m* — (A — m)*. 

Les deux équations (i) et (a) conviennent aussi au cas où 
la sécante occupe la position AB’; seulement, dans ce cas, le 
segment A’ C’, étant porté en sens contraire, sera regardé 
comme négatif, ainsi que le produit m. Dans le triangle rec- 
tangle OO H', le côté O ii est égal à la différence AF’ — AG', 
ou à la somme algébrique x + y ; le côté OH', est une somme 
OF' -f O G’, au lieu d’être une différence comme précé- 
demment; le signe placé devant le radical est donc changé, 
mais l’élévation au carré donne la même équation (a). 
Puisque dans cette nouvelle position de la sécante le produit 
m est regardé comme négatif, on voit que le second maxi- 
mum géométrique correspond à un minimum algébrique. 
Ainsi le produit m variera entre un minimum négatif et 
un maximum positif. 

Afin de rendre l'équation (s) symétrique par rapport aux 
deux inconnues , nous changerons les inconnues et nous po- 
serons 

bx=x', ay = ÿ, 

prenant pour inconnues nouvelles ai et y'; les équations 
( 1 ) et (s) deviennent ainsi 

(3) xy 1 = abm , 

(4) y*+y*=a*fc*-f-«»* — (A — m)*. 
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On connaît le, produit des deux inconnues et la somme de 
leurs carrés. Si à la seconde équation , on ajoute la pre- 
mière multipliée par a , il vient 

+ !/' )* = (<*!> + m)' — (A — m)*, 
d’où 

x' -j- y 1 = ± V / (ab -kA)(a/> — cA -f- amj. 

De même si de la seconde éqnatioB on retranche la pre- 
mière multipliée par 2 , il vient 

{x!— y')' = (ab — mi âf— ( A — m)*, 

d’où " 

' x' — y' — ±l/{ab — A)(a6 + A — 2 m). 

Si l’on remplace À par sa valeur, les deux expressions 
précédentes deviennent 

(5) x'-\-y'=±.'-\/ [(fl-f-6)’— d*] [<P— (a~6)*+4*»]i 

(6) x'- y'= ± - [/ r [d : —(a—b) ^ ] [{a+b)'-— d‘— 4m]. 

2 

Pour que la question soit possible , il est nécessaire et il 
suffit que les deux radicaux soient réels. Nous remarquons 
d’abord que , puisque la distance des centres est plus petite 
que la somme des rayons et plus grande que leur dillérence, 
les deux quantités 

(a+6)«-d*, 
d' — ( a —by, 

sont positives ; en représentant , pour abréger, par p et q 
ces deux quantités positives , on a 

*'+ y ' =ïfc - l/p(? + 4»») » 

a 

x'— y'=± - 1/ q(p— 4m). 

a 
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Le premier radical est réel, si 4 m est plusgrand que — q, 
le seçond , si 4»» est plus petit que p. Donc le produit des 
deux segments de la sécante varie du minimum — q au 
maximum -}- p. 

Si l’on fait 4m = p, on a a ! — y'= o, et par suite bx == ay, 
ou - = - ; les deux segments AB et AC étant proportion- 


nels aux rayons , les deux triangles OAB , O' AC sont sem- 
blables , les rayons OA, O'C sont parallèles , et par consé- 
quent la sécapte passe par le centre de similitude externe 
des deux cercles. De même , si l’on fait 4m = — q , on a 
as'-f y' =o; et la sécante AB' passe par le centre de simi- 
litude interne. Ainsi le produit acquiert son premier maxi- 
mum quand la sécante passe par le centre de similitude ex- 
terne ; il acquiert son second maximum numérique quand 
la sécante passe par le centre de similitude interne. 


167. question IX. Alvéole des abeilles. Étant donné un 
Fi «- *• prisme droit ayant pour base 

un hexagone régulier, prenons 
sur le prolongement de l’axe 
O'Odu prisme [fig. î) un point 
arbitraire S ; par ce point et 
les trois côtésdu triangle équi- 
latéral ACE, obtenu en joi- 
gnant deux à deux les som- 
mets de la base supérieure, 
menons trois plans ; ces plans 
détachent du prisme hexago- 
nal trois tétraèdres BACG, 
DCEH, FAKK, et les rempla- 
cent par le tétraèdre SACE 
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placé au dessus du prisme ; nous formons ainsi le solide 
représenté par la figure 2 , qui 
se termine à sa partie supé- 
rieure par une sorte d’hexagone 
gauche, réunion des trois lo- 
sanges qui aboutissent au som- s 
met S. 

Il est aisé de voir que le vo- 
lume du solide ainsi fonné est 
constant, quelle que soit la po- 
sition du points sur le prolon- 
gement de l’axe du prisme. En 
effet , les deux losanges SAGG 
et OABC ( fig. 1 ) ayant une 
diagonale commune AG, les 
deux autres diagonales SG et OB passent par le même 
point L, milieu de AG ; les triangles rectangles LBG , LOS 
sont égaux, et l’on a BG = OS. Il en résulte que le tétraè- 
dre GABC, détaché du prisme, et le tétraèdre Jijouté 
SAOC , sont égaux, comme ayant leurs bases égales ABG et 
AOC, et aussi leurs hauteurs égales BG et OS. Ainsi la 
somme des trois parties détachées du prisme est égale à la 
pyramide ajoutée SAGE. 

Considérons maintenant la surface du solide. Appelons 
a le côté A' B' de l’hexagone régulier, / la longueur de 
l’arète AA' du prisme primitif, x la distance arbitraire OS. 
La surface latérale du solide que nous étudions, se compo- 
sant de six trapèzes tels que AA' B' G, a pour mesure 

3(A A' + GB') X A’B' = 3o(aJ — x) . 

Les trois lozanges qui terminent le solide ont pour 
mesure 



Digitized by Google 



214 LEÇONS D'ALGÈBRE. 

- X - SG = 3AC X SL = 3a\/3 y/ X* + j. 

Ainsi la surface totale du solide , abstraction faite de la base 
inférieure, a pour expression 

3a(il — x)-f 3a 1/5 



Cherchons la valeur de x pour laquelle cette surface est 
égale à une surface donnée que , pour simplifier, nous re- 
présenterons par 5am ; nous avons l’équation 


a/ 


-*+y/ 


, , . 3a 3 
Zx' + —=m, 

4 


ou 


( 1 ) y/ 3x* + —■ = m — al -f- x, 

et , en élevant au carré, 


3a* 


3x* -j-— = (m — 2 l)’-j-a(m — aOx-j-T’j 

*1 


5a 2 

( 2 ) ax 1 — a(m — a/Jx-i (m — 2 /)’=o. 

4 


On en déduit 
(3) x 


1/ 

m — 2 / j; y/ 3 |jm — 2 /)’ J 


A l’inspection de l’équation ( 1 ), on voit que, le premier 
membre étant plus grand que x, la quantité »i — al est 
nécessairement positive. Si l’on représente cette quantité 
par m', la formule (3) devient 

— • 

2 


Digitized by Google 



tl VUE IV. ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ, 


215 


Pour que x soit réelle , la quantité positive m! doit satis- 
faire à la condition 

a 

OU 


m' > 


«V/a 


* 


Ainsi la surface a un minimum ; et ce minimum a lieu quand 

a[/ a 

x= 

4 

Les abeilles construisent leurs cellules sur ce plan. 
Centrée de l’alvéole est un hexagone régulier A'B'C'D'E'F' 
(fig. 2 ) ; le fond est formé de la réunion de trois facettes 
planes inclinées de manière que la surface soit minimum. 
Il y a ainsi économie de cire. Les alvéoles sont placées les 
unes à côté des autres en doubles rayons, les ouvertures 
tournées en dehors, et les fonds se touchant exactement 
de manière qu’il n’y ait pas d’intervalle vide entre elles et 
que chaque cloison serve à deux cellules voisines. 


168. Question X. Partager un nombre donné en plu- 
sieurs parties de manière que le produit de ces parties soit - 
maximum. 

Supposons que l’on partage le nombre a en trois parties 
variables x , y , s , et considérons le produit xyz. 11 est 
évident à priori que ce produit a un maximum. Si nous 
fixons l’une des parties a , la somme des deux autres étant 
constante, leur produit xy et par conséquent le produit 
xyz sera maximum quand ces deux parties seront égales 
entre elles. 11 en est de même si l’on fixe l’une quelconque 
des trois parties. Ainsi , le produit xy; sera maximum , 
quand les trois parties seront égales entre elles. 
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Application. L’aire d’un triangle est exprimée par la 
formule 

Vp(p— b)(p— c), 

dans laquelle a, b, c désignent les trois côtés et 2 p le pé- 
rimètre. Si l’on fait varier les côtés de manière que le pé- 
rimètre reste constant, la somme des trois facteurs variables 
p — a , p — b , p — c restant constamment égale à p , leur 
produit sera maximum quand ces trois facteurs seront égaux 
entre eux , c’est-à-dire quand a = b = c. Ainsi , de tous les 
triangles ayant même périmètre , le plus grand est le triangle 
équilatéral. 

169. Question XI. Partager le nombre a en deux parties 
% et y telles que le produit x m y” soit maximum ? 

Nous pouvons écrire ce produit sous la forme 

m n 


Faisons abstraction du facteur constant m"»*, et considé- 
rons seulement l’expression variable 



C’est le produit de rn-fn facteurs, dont m sont égaux à — , 

m 

et n à - ; la somme de tous ces facteurs 
n 


x 

m — |-n- 
m n 


est constante , puisque x + y = a ; donc le produit sera 
maximum quand tous les facteurs seront égaux entre eux, 
c'est-à-dire quand on aura 


m n 
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* % 

Ainsi il faut partager le nombre a en deux parties pro- 
portionnelles aux deux exposants m et n. 

Applications - 1° Étant donnée une feuille de carton carrée 
ABCD, si , après avoir mené des parallèles aux quatre côtés 
à la même distance, on enlève les 

n . c « 

petits carrés dans les angles , et qu’on 
relève les portions rectangulaires 
telles que EKLF , on forme une boîte 
à fond carré EFG H. Appelons au le 
côté AB de la feuille de carton et x 
la distance AK à laquelle on trace les 
parallèles ; la boîte a pour base un carré dont le côté EF est 
2a — sj ou 2 (a — .r) ; sa hauteur est x; son volume a 
pour expression 

4 (a — x)*x. 






" / 

. ’ . .1 

K F 

- 


j 1 l — 



La somme des deux facteurs variables a — x et x est 
constamment égale à a; donc le produit sera maximum 
quand ces deux facteurs seront proportionnels aux expo- 
sants 2 et i , c’est-à-dire quand on aura 


a — x x 



Ainsi, pour obtenir la boîte la plus grande, il faut par- 
tager le côté AB en six parties égales , et mener les pa- 
rallèles par les premiers points de division. 

2° Quel est le plus grand des cylindres inscrits dans une 
sphère. Si l’on appelle r le rayon de la sphère, x le rayon 
de la base du cylindre , 21/ sa hauteur, on a entre ces deux 
variables la relation 

x’ + ÿ» = r>, 
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» 

et le volume du cylindre est exprimé par 

* 2-x'y. 

Cherchons le maximum du produit x*y ou , ce qui est la 
même chose, de son carré 
' \ x‘y ! . 


Les deux facteurs x* et y*, dont la somme est constante, 
sont ici élevés , le premier à la puissance 2 , le second à 
la puissance 1 ; donc le produit sera maximum quand ces 
facteurs seront proportionnels aux exposants, c’est-à-dire 
quand on aura 

x’ y 1 

2 1 


f p 1 / 2 

On en déduit y = — - , x — — La hauteur du cy- 
J 1/5 |/5 J 

lindre maximum est moindre, que le diamètre de la base ; 
elle est égale aux deux tiers du côté du triangle équilatéral 
inscrit. 


« 

Lorsque , dans l'équation ax*+bx+c=o, a tend, vers zéro, 
l’une des racines croit indéfiniment. 

170. Supposons, pour fixer les idées, que le second coeffi- 
cient b ait une valeur positive , et désignons par x 1 et x" les 
deux racines 

, —b — \/ b'- — l\ac 

x = > 

20 

x .= 

2 a 

Le coefficient a étant très-petit , la quantité 4«c sera elle- 
même très-petite ; b 1 — hac différera très-peu de b\ et 
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\/ £r — /,ac de b ; le numérateur de x' différera très-peu de 

— ab, et la valeur de x' sera à peu près égale à . 

CL 

Comme le numérateur a une valeur finie et que le dénomi- 
nateur est très- petit, le quotient sera très-grafid, et la 
racine x' aura une valeur très-grande, abstraction faille du 
* signe. On voit anisi que, lorsque le coefficient a diminue 
et tend vers zéro , celte racine croît indéfiniment. 

autre racine x " conserve au contraire une valeur finie 

c * 

et tend vers la valeur - , quand a tend vers zéro. Oii 

remarque d’abord que le numérateur étant à peu près 
égal à — b -f b, a une valeur très-petite. Cette racine est 
donc le quotient de deux quantités très-petites, et elle se 

présente sous la forme ^ , quand a tend vers zéro. Afin de 

reconnaître sa valeur, nous transformerons cette expression 
en multipliant son numérateur et son dénominateur par 

— 6 — \/b’ — 4ac» ce qui donne 

(_ 6 +t /b' - 4 ac) (- b -1/6* — 4ac) 
x = ■ ■ - ' . 

a a (— b — \/ b* — 4 oc) 

Au numérateur, la première parenthèse étant la somme des 

deux quantités — b et — l^ac , la seconde la différence 
de ces deux mêmes quantités , le produit des deux paren- 
thèses égale la différence des carrés, et l'on a 

6* — (6’ — 4ac) _ 4ac 

ao( — b—y/b* — 4ac) ao (— 6 — \/b' — 4ao)' 

Si l’on supprime maintenant le facteur commun a a , qui 
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rend les deux termes de la fraction très-petits, il vient 


b -\\/ b * — l\ac 

L’expression mise sous cette forme , toute difficulté dispa- 
raît; le dénominateur différant très-peu de u b, la valeur 

de 5f est à peu près égale à — | , et quand a tend vers 

g 

zéro, cette racine tend elle-même vers la valeur finie — -r • 

b 

Au reste, quand a tend vers zéro, l’équation du second 
degré se réduit à une équation du premier degré 

bx -}- c = o, 

g 

La racine ^ est précisément la solution de cette 

équation du premier degré. Iiautre racine x', devenant 
infinie, disparaît. 

Calcul numérique des deux racines quand a est très-pctil. 

171. Nous avons dit que, lorsque, dans l’équation 
ax 1 -|- bx -{- c =s o, 

le coefficient a est très-petit , l’une des racines est très- 
grande en valeur absolue, tandis que l’autre racine con- 
serve une valeur finie. Nous allons indiquer un moyen 

< 

rapide de calculer approximativement la valeur de cette 
seconde racine. En faisant passer les termes ax * -f c dans 
le second membre , et divisant par b , nous mettons l’équa- 
tion sous la forme 



Le coefficient a étant très-petit , et l’inconnue x ayant une 
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valeur finie, le terme — a une valeur très-petite relative- 
ment à celle de * ; si donc on néglige ce terme - , on aura 
une première valeur approchée de l’inconnue, 


x b' 


Si maintenant, dans le second membre de l’équation (1), , % 
nous remplaçons x par la valeur approchée x — — -, nous 
obtiendrons une séconde valeur 


■ c ac M 

x , 


be^icoup plus approchée que la première. Ordinairement 
dans, la «pratique cette seconde valeur est suffisamment 
* approchée. Cependant, si l’on veut une approximation 
encore plûs grande , on la substituera dans le second 
membre de l’équation (1), ce qui donnera une troisième 
valeur encore plus approchée, et ainsi de suite. Cette mé- 
thode est connue sous Te nom de méthode des approxima- 
tions successives ; elle est souvent employée en astronomie. 
Quelques exemples en feront bien comprendre l’usage. 

Exemples : 

• r- ' 

i* Soit l’équation 

0,001 X* -|- X —z l — 0. 

Calculons d'abord la racine qui a une valeur finie. Nous 
écrirons cette équation sous la forme 

(i) x= i — 0,001X*. 

Négligeant le second terme, qui a une valeur très-petite 
relativement à x , nous avons la première valeur approchée 

x = l. 


» 


Digitized by Google 


222 


LEÇONS D'ALGÈBRE. 


Substituant dans le second membre cette première valeur 
approchée , nous avons la seconde valeur approchée 

X= « — 0,001 = 0,999. 

Substituant dans le second membre cette seconde valeur 
approchée, nous avons la troisième valeur approchée 

x — 1—0,001 X 0,999* s= 0,999001999. 

On voit que l’erreur commise sur la seconde valeur appro- 
chée est très-petite; car la correction suivante est mordre 
que 2 millionièmes. Ainsi , nous arrêtant à la seconde ap- 
proximation , nous prendrons pour valeur de la racine cher- 
chée x = 0,999. 

L’équation admet une autre racine, très-grande en valeur 

1 ^ , 1 

absolue, La somme des deux racines étant égale à -* 

a - 0,001 • 

c’est-à-dire à — 1000 , nous aurons pour valeur approchée 
de cette seconde racine 

x— — 1000—0,999 = — '000,999. 

2 0 Soit l’équation 

o,o3r* — 5z-f-7=o, . 

ou 

x = x , = 1,4 -|-o,ooGx 5 . 

D D 

Première valeur approchée 

x = i,4. 

Seconde valeur approchée 

x— i,4-f-o,oo6 x i,4*= 1,41176, 
ou, plus simplement, 

x — 1,412. 
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La somme des racines étant égale à — = ou à 166,667 , 

0,00 

la plus grande racine est approximativement 1 65,255. 

3 ° Nous avons vu que la profondeur d’un puits déter- 
minée par la chute d’une pierre (n 0 1 56 ) , est donnée par la 
plus petite racine de l’équation 


d’où 


S-(-+i);+— - 


x 

v 


K) •(•+*)•' 


La vitesàe » du son est de 54 o mètres par seconde; la 

oc 

constante g est égale à 9,8. Ordinairement la quantité - 

est une fraction assez petite ; car les puits les plus profonds 
dépassent rarement 100 mètres; le second ternie du second 
membre sera donc très-petit par rapport au premier terme. 
En le négligeant, on aura une première valeur approchée 

x a’ 


On obtiendra ensuite des valeurs de plus en plus approchées 
par la méthode des approximations successives. 

Sùpposons , par exemple , qu’il se soit écoulé 5 secondes 
entre le moment où on a lâché la pierre et celui où le bruit 
est arrivé à l’oreille. On trouvera, pour la première valeur 
approchée , 

•T. O?» 

■ as o,3i5. 


X 

V 


2(5+34,694) 


OC 

On remplacera ensuite - par cette valeur dans le second 


Digilized by Google 




224 


LEÇONS D'ALGÈBRE. 


membre de l’équation, et l’on aura pour seconde valeur 
approchée 


: 0,3 1 4g “ f“ 0,0012 = 0,3l6. 


d'où 


x<= toy . 

472. Remarque. Lorsque dans l’équation 
ax* -f- bx -(- c = o. 

le terme connu c est très-petit, sans que le premier coefli- 

. C 

cient a le soit en même temps, le produit - des racines est 

très-petit, et par conséquent l’une des racines est très- 
petite. On peut calculer cette racine par la métÜode des 
approximations successives. En elfet, mettons l’équation 
sous la forme 

c ax* 
x ~~b b" 

QX* 

Le terme -y est très -petit relativement à x (car le rap- 

CICC 

port de ce terme ù x est — , quantité très-petite). En né- 
gligeant ce terme, on aura donc une première valeur appro- 
chée de la racine cherchée 

e 

Substituant cette valeur approchée dans le second membre, 
on aura une seconde valeur 

c ac * 

x ~~~b~~ ¥’ 

plus approchée que la précédente , et ainsi de suite. 
Exemple. Soit l’équation 

x f -(- ax — o,i=o, 


Digitized by Google 


LIVRE IV. ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 


225 


que l’on écrira sous la forme 

x * 

x=o,o5 . 

3 

La petite racine a pour première valeur approchée 
ar = o,o 5 , 

pour seconde valeur approchée 

x=z o,o 5 — 0,00125 = 0,04875. 


ÉQUATIONS RÉDUCTIBLES AU DEUXIÈME DEGRÉ. 


Équations bi-carrées. 


173. On nomme équations bi-carrées, des équations du 
quatrième degré qui ne renferment que les puissances paires 
de l’inconnue. La forme générale de l’équation bi-carrée 
est 

( 1 ) ax‘ -f- 6x’ + c — o. 

Si l’on pose x' = y, prenant pour inconnue nouvelle y, 
l’équation se ramène à l’équation du second degré 

( 2 ) ay*-f6y-f-c=o. 

On en déduit 

. — b±\Zb* — 4ac 
y = ± — * 


Mais comme x = dfc V^î on a finalement 


x —± 



b±Vb * — 4ac 
2 a 


Chacune des valeurs de y donne pour x deux valeurs 
égale et de signes contraires. 


15 
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Ainsi l’équation bi-carrée admet quatre racines* égales 
deux à deux et de signes contraires. 

Si l'équation (a) a ses deux racines réelles et positives, 
l’équation bi-carrée a ses quatre racines réelles. Si l’une 
des racines de l’équation (a) est positive, l’autre négative , 
l’équation ( 1 ) admet deux racines réelles et deux imagi- 
naires. Si les deux racines de l'équation (a) sont négatives 
ou imaginaires, les quatre racines de l’équation ( 1 ) sont 
imaginaires. 


17 1. Pkoblème. Dans une sphère donnée, inscrire un cy- 
lindre ayant une surface totale donnée. 

Appelons r le rayon de la sphère , x le rayon de la base 
du cylindre , 2 y sa hauteur et représentons la surface totale 
par an m. Nous aurons les deux équations 

(1) 

(a) aux’ + 4-xy e= ir.m. 

Si, dans la première équation , on substitue la valeur 


tirée de la seconde , on arrive à l’équation bi-carrée 
(4) 5x k — a £m -}- ar’Jx* m* = o , 


d’où l’on déduit 


( 5 ) 



(m -j- ar’ ) [m -f- 2 r*)’ — 5m* 

5 


La valeur de x devant être positive , il est inutile d’écrire 
le signe rfc devant le grand radical. 

Pour que r soit réelle , il est nécessaire que la quantité 
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placée sous le petit radical soit positive, c’est-à-dire que 
l’ou ait 


ou 


(m-f- ar*)*> 5m i 


m-f- ar* > m]/ T. 
Il en résulte la condition 


ar 


m<— , 

1 / 5-1 


OU 


ro< 


*(|/5 + .) 


Si cette condition est remplie, les deux racines de l’équa- 
tion (4) du second degré en x : étant positives, la formule (5) 
donne pour x deux valeurs réelles positives. 

Appelons-les x' et a? 


x 1 

x" 


V 

-V- 


(m-j-ar*) — J/(m -j-arV — 5m* 


(m -|- ar s ) (m -f- ar s ,*■ — 5m* 


Si l’on substitue chacune de ces valeurs dans l’équa- 
tion (3) , on aura pour y deux valeurs correspondantes y' et 
y". Mais la valeur de y doit aussi être positive ; il faut donc 
que l’on ait 

x* < m. 


Cette condition est toujours remplie pour la première 
racine x ' } car, on a 

„ m-f-ar’— l/fm+ar 1 )’ — 5m* 

* - 5 ’ 

et, en transformant, 

m 1 

T ~ m-f-2r*-^-\/(m-t-ar , )* — 5m 1 ’ 
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le dénominateur étant plus grand que m , la fraction est 
plus petite que m. 

Quand on remplace x ’ par m , le premier membre de l’é- 
quation (4) devient égal à 4m (m — r’). Mais ce trinôme 
peut être mis sous la forme 

5 (x* — x’') ( x * — x"' ) ; 

on a donc 

5(m — x"*) = r’). 

Puisque x n est plus petit que m, le premier facteur est po- 
sitif, et les deux différences m — x"* et m — r* ont le même 
signe. Si m > r*, on aura x"' < m , et la seconde racine 
X 11 , donnant aussi pour y une valeur positive , est admis- 
sible. Mais si m < r*, on aura x"' > m et la seconde ra- 
cine doit être rejetée. 

En résumé pour que le problème soit possible , il faut 
que la surface totale du cylindre soit plus petite que 

Ttr 1 )- 1 ). Si cette surface est plus petite que wr', le 
problème admet deux solutions ; si la surface est plus grande 
que 2 *r’, tout en étant moindre que le maximum, le pro- 
blème n’admet qu’une solution. 

Transformation des expressions de la forme V a±i /b. 

175. Les quantités irrationnelles de cette forme provien- 
nent, comme nous l’avons vu, des équations bi-carrées; il est 
possible quelquefois de les transformer en une somme ou 
en une différence de deux radicaux simples , et ceci offre 
un certain avantage en rendant le calcul plus simple et plus 
facile. Mais nous allons d’abord établir un principe qui nous 
servira. 

Lorsque deux quantités incommensürables de la forme 
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a ±\/b, les lettres a et b désignant deux quantités commen- 
surables, sont égales , les parties commmsurables sont égales 
ainsi que les parties incommensurables. Je dis, par exemple, 
que l'égalité 

a-f\/6 = a' +1/6' 

ne peut avoir lieu que si l’on a séparément a = a',b = b'. 
En effet, de l’égalité précédente, on déduit 

1 /£=(«'_«)+ Vb\ 

et, en élevant au carré les deux membres, 

& = («'— o)’-|-&'-|- 2 (a' — a) y 1 b', 

le premier membre étant commensurable , il est néces- 
saire que le second le soit aussi ; il faut donc que la par- 
tie incommensurable du second membre soit nulle , c’est- 
à-dire que a = a'; mais si a =.o', on a aussi b = b'. 

Proposons-nous maintenant de transformer l’expression 

Kâ 4 - b, dans laquelle a et b désignent des nombres 

positifs commensurables , en une somme de deux radicaux 
simples. Posons donc 

\Z7^\7Ï= V* 4- Vÿ- 

Nous voulons que les deux nombres cherchés x et y soient 
commensurables. En élevant les deux membres au carré, 
on a 

a-{-Vb = x-\-y-\ al/xy. 

En vertu du principe précédemment établi, cette égalité ne 
peut avoir lieu que si l’on a séparément 

x + y = a, 

4r;/ = b. 


Digitized by Google 


330 


LEÇONS D'ALGÈBRE. 

Nous connaissons la somme et le produit des deux incon- 
nues ; ces deux inconnues sont donc les racines de l’équation 
du second degré 

» i b 

u — au 4- - = o 
4 

d’où 

a±l/V — b 

u — . 

a 

On voit que les nombres cherchés seront commensurables 
lorsque la quantité a’ — b sera un carré parfait. En dési- 
gnant par k ! ce carré parfait, on aura ainsi 

170. La transformation de l’expression |/ a — J /b s’ef- 
fectuera de la même manière. On posera 

V a—Vb=\/x — V/ÿ ; 

d’où l’on déduit 

a — l/b = x-\-y— a|/jry 

et par suite 

x + y = a, 

4 anj== 6 . 

Les valeurs de » et de y sont donc les mêmes que précé- 
demment. La transformation sera possible si la quantité 
a* — b est un carré parfait. En désignant par fc* ce carré , 

on aura 

.y % /«+ 4 \ /a — k 

- 7 — y —■ 

Applications. i° Transformer l’expression |/j + |/i3. 
La quantité 7 * — 1 3 ou 56 étant égale au carré de 6 , la 
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transformation est possible et l’on aura 

1/ aG-f-l/ a 

2 

a 0 Transformer l’expression y G — 2 j/5. On la mettra 

sous la forme 1^6 — 1 / 20 , en faisant passer le facteur 2 
sous le radical. 

La quantité 6 * — 20 ou 16 étant égale au carré de 4 , la 
transformation est possible et l’on aura 

Équations trinômes. 

177. Considérons une équation de la forme 
( 1 ) ôjr w -f- c = o. 

En posant x m = y , 011 est ramené à l’équation du second 
degré 

( 2 ) ay* + by c = o. 

Une fois les valeurs de y connues, on obtient celles de x par 
la formule 

(3) *=V'ÿ. 

Il y a plusieurs cas à examiner : 
i° Si ni est pair, toute valeur réelle positive de y donne 
pour x deux valeurs réelles , égales et de signes contraires. 
Mais une valeur négative de y ne donne pour x que des 
valeurs imaginaires. Car les puissances paires des quanti- 
tés réelles , positives ou négatives , sont toujours positives. 
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C’est ce que nous avons vy dans la résolution des équa- 
tions bicarrées; 

a 0 Si m est impair, toute valeur réelle de y donne pour 
x une valeur réelle de même signe. Soit , par exemple , 
l’équation 

x' — igx*— ai6 = o; 
l’équation du second degré 

x* — 191/ — a 16= o, 

obtenue en posant x 3 = y , a pour racines — 8 et -f 27 ; 
l’équation proposée admet les deux racines réelles — 2 et 
-f- 5. 

Outre les racines réelles dont nous venons de parler, 
l’équation admet encore des racines imaginaires dont il 
sera question plus tard. 

Questions à résoudre. 

Question I. Trouver le point également éclairé par deux 
lumières sur la droite qui les joint. 

Question 11 . Partager un trapèze en deux parties équi- 
valentes par une droite parallèle aux deux bases. 

Question III. Dans un cercle inscrire un rectangle ayant 
une aire donnée. = Maximum de ce rectangle. 

Réponse : Le rectangle maximum est le carré. 

Question IV. Trouver les côtés d’un triangle rectangle, 
connaissant le périmètre et la surface. 

Question V. Trouver les côtés d’un triangle rectangle, 
connaissant l’hypoténuse et la somme obtenue eu ajou- 
tant la hauteur aux deux côtés de l’angle droit. 
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Question VI. Trouver les côtés d’un triangle rectangle, 
connaissant la hauteur et la somme des côtés de l’angle 
droit. " 

Question VII. Trouver les côtés d’un triangle rectangle, 
connaissant le périmètre et la somme de l’hypoténuse et 
de la hauteur. 

Question VIII. Couper une sphère par un plan de telle 
sorte que le segment détaché ait un volume égal au cône 
ayant pour sommet le centre de la sphère et pour base la 
section faite dans la sphère par le plan. 

Réponse : On mènera le plan sécant à une distance du 
centre égale au plus grand segment du rayon partagé en 
moyenne et extrême raison. 

Question IX. Dans un cône droit, inscrire un cylindre 
ayant une surface latérale donnée. = Maximum de cette 
surface. 

Réponse : La surface latérale est maximum quand la hau- 
teur du cylindre est moitié de celle du cône. 

Question X. Dans un demi-cercle inscrire un trapèze de 
périmètre donné. = Maximum de ce périmètre. 

Question XI. Circonscrire à une sphère un cône dont la 
base repose sur un plan diamétral et qui ait une surface 
donnée. = Minimum de cette surface. 

Réponse : Le cône dont la surface totale est minimum est 
celui qui a pour section un triangle équilatéral. Cette sur- 
face minimum égale celle de la sphère. 

Question XII. Un cercle étant inscrit dans un angle 
droit , mener à ce cercle une tangente telle que le triangle 
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ainsi formé ait une surface donnée. = Minimum et maxi- 
mum de cette surface. 

Question XIII. Par un point donné dans l’intérieur 
d’un cercle, mener deux cordes rectangulaires telles qu’en 
joignant leurs extrémités on forme un quadrilatère ayant 
une aire donnée. 

Question XIV. Avec un levier pesant de seconde espèce, 
on veut soulever un poids donné appliqué à un point 
donné. Quelle longueur faut-il donner au levier pour que 
la puissance soit minimum, en tenant compte du poids du 
levier? 

Question XV. Cône maximum inscrit dans une sphère. 

Question XVI. Triangle isocèle maximum inscrit dans 
un cercle. 

Question XVII. Dans un manomètre à air , on suppose 
que les deux sommets de la colonne de mercure sont au 
même niveau quand la vapeur a une tension égale à une at- 
mosphère. Déterminer la position du sommet de la colonne 
de mercure quand la vapeur aura une tension donnée. 

Question XVIII. On commence à faire mouvoir le piston 
d’une pompe aspirante. Trouver à quelle hauteur s’élèvera 
l’eau dans le tuyau d’aspiration, après le premier, le second, 
le troisième, coup de piston. 
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LIVRE V. 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 


PRINCIPALES PROPRIÉTÉS DES PROGRESSIONS 
ARITHMÉTIQUES ET DES PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES. 


Progressions arithmétiques. 

178. Définition. On appelle progression arithmétique une 
suite de quantités telles que la différence entre deux quan- 
tités consécutives est constante. Ces diverses quantités sont 
les termes de la progression. L’excès d’un terme quelconque 
sur le précédent se nomme raison de la progression. 

La progression est croissante lorsque ses termes vont en 
augmentant. Dans ce cas , la raison est positive. Ainsi la 
progression croissante 

t a. 5 . 8. n . 14. 17. ao 

a pour raison + 3. 

Au contraire la progression est décroissante lorsque ses 
termes vont en diminuant. Dans ce cas , la raison est néga- 
tive. Ainsi la progression décroissante 
t ao. 17. 14 . m. 8.5.3 

a pour raison — 3. 

179. Théorème I. Dans une progression arithmétique , un 
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terme de rang quelconque égale le premier plus autant de 
fois la raison qu’il y a de termes avant lui. 

Appelons a , b, c, d, les différents termes de la 

progression, r la raison. D’après la définition même delà 
progression, le second terme égale le premier, plus la 
raison , 

6 = o + r. 

Le troisième terme égale le second plus la raison , et par 
conséquent le premier plus deux fois la raison , 

* c = 6-f r= = a + r + r=a + 2r ' 

Le quatrième terme égale le troisième plus la raison et par 
conséquent le premier plus trois fois la raison , 

d = c-j-r=a + ar-f-r=a_|-3r, 

et ainsi de suite. En général le terme qui occupe le n* rang 
et qui par conséquent en a n — i avant lui, égale 
a-)- (n — i)r. 

Ainsi la progression arithmétique peut être mise sous la 
forme 

• -rfl.o-j-r.o-j-ar.fl-f- 3r 

180. Remarque. Les termesd’une progression arithmétique 
croissante augmentent indéfiniment de manière à devenir 
plus grands que toute quantité donnée. En effet, le terme de 
rang n sera plus grand que la quantité donnée A, si l’on a 

a+(n— i)r> A, 
ou 

(n — «)r> A — a, 


et, en divisant par le nombre positif r, 

A — a 


A— a 

*> -— + «• 
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A *** a 

Ainsi, dès que le rang surpasse la quantité — (- 1 , le 

terme surpasse la quantité A, quelque grande qu’elle soit. 

Considérons, par exemple, la progression croissante in- 
définie 

t3.5.8. h 


Pour avoir un terme plus grand que iooo, on prendra 
^ iooo — a . 

•>— 5— +■• 

c’est-à-dire 

n > 333 + , * * 


Le 334' terme est plus grand que 1 000 . 

* 

J 81 . Insérèr entre deuxquantitês données uncerlainnombre 
de moyens arithmétiques. On appelle moyens arithmétiques, 
insérés entre deux quantités données, des quantités qui 
forment une progression arithmétique dont les deux quan- 
tités données sont les deux extrêmes. La question revient à 
trouver la raison de la progression. 

Soit à insérer n moyens arithmétiques entre les deux 
quantités a et b. Le terme 6 de la progression égale le pre- 
mier terme a , plus autant de fois la raison qu’il y a de 
termes avant lui , c’est-à-dire plus n + 1 fois la raison. On 
a donc 

fc = a+(n-f i)r, 

d’où l’on déduit 

b — a 


Ainsi on obtient la raison de la progression , en divisant la 
différence des deux quantités données par le nombre des moyens 
à insérer plus un. 
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Si, par exemple, ou veut insérer 5 moyens entre les deux 
nombres 2 et 20, on prendra 



et l’on formera la progression 

4 a. 5 . 8 . 11.14.17.20. 

182. Théorème II. Si, entre deux termes consécutifs d'une 
progression arithmétique, on insèrele même nombre de moyens, 
les progressions partielles ainsi obtenues forment une seule et 
meme progression. 

En effet, puisqu’on insère le même nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs et que la différence de ces 
deux termes est constants, la raison est la même dans 
toutes les progressions partielles; et comme le dernier 
terme de chacune d’elles est le premier de la suivante , ces 
progressions partielles se continuent de manière à ne former 
qu’une seule et même progression. 

183. Théorème III. Dans toute progression arithmétique, 
la somme de deux termes également distants des extrêmes 
est constante. 

Soit la progression 

~^a.b.c. ...... ...... h . k . I . 

Je considère le second terme et l’avant-dernier ; le se- 
cond terme égale le premier plus la raison , 

6 = a-|- r; 

l’avant-dernier égale le dernier, moins la raison , 
k — l — r. 
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En ajoutant ces deux égalités membre à membre , on a 
b + k=a+l. 

On a de même , en considérant les termes c et h , 

c=b + r , 
h = k — r; 

d’où l’on déduit 
Et ainsi de suite. 

Lorsque la progression contient un nombre impair de 
termes il y a au milieu un terme également distant des 
deux extrêmes. Ceux fois ce terme égale la somme des ex- 
trêmes. 

Ainsi dans la progression 

*2.5.8. u . i4- 17-20, 

les termes 2 et 20, 5 et 17, 8 et 14, donnent la même 
somme 22 , qui est égale à deux fois le terme du milieu 1 1 . 

184. Théorème IV. La somme des termes d'une progres- 
sion arithmétique égale la moitié du produit obtenu en mul- 
tipliant la somme des extrêmes par le nombre des termes. 

Soit toujours la progression 

*a.6.c h.k.l. 

Appelons n le nombre des termes , s la somme des termes, 
et écrivons cette somme au-dessous d’ elle-même en ordre 
inverse 

s=o-j-ô-f-c -j- h -}- k 1 , 

* = t-f k + h -fc-f-6 + c. 

On voit que les deux termes placés l’un au-dessous de l’au- 
tre sont également distants des extrêmes dans la progres- 
sion , et que par conséquent leur somme est constante et 
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égale à la somme des extrêmes a + 1. Si donc on ajoute les 
deux sommes terme à terme , la somme totale 2s se compo- 
sera de la somme des extrêmes répétée autant de fois qu’il 
y a de termes dans la progression. On aura ainsi 


d’où 

(«) 


aj = (a + /)n, 

J= (« + 0 « 

9 


Par exemple, la somme des termes de la progression 
4-2. 5. 8. 11 . iA 17.20 

est 77. 

Si l’on remplace le dernier terme l par sa valeur 
l = a+(n — i)r, 
on obtient cette autre formule 


(2) 


n(n — 1) 

t = na-f -r. 


A pplicaliotis. 1 0 La somme des n premiers nombres entiers 
1 + 2+3... . + » 


est égale à 


«(«+0 

2 


2° La somme des n premiers nombres impairs 
1 +3 + 5 — (ara — 1 ) . 

est égale à n*. . 

Ainsi 

i+3 = 2% i+5-|-5 = 3% i + 3 + 5 + 7=4% de. 


3° Trouver le nombre des termes d’une progression arith- 
métique, connaissant le premier terme, la raison, et la 
somme des termes. 
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Appelons s la somme des termes ; la formule 


, "(« — O 

* = wa-] r, 

2 


donne pour déterminer n une équation du second degré 
m’+faa — r)n — 23=0. 

Le dernier terme étant négatif, les deux racines sont tou- 
jours réelles et de signes contraires. O 11 rejettera la racine 
négative. Pour que la racine positive soit admissible, il faut 
qu’elle soit entière. 

4° Trouver cinq nombres en progression arithmétique , 
connaissant la somme des termes et celles de leurs carrés. 

Appelons a et b les deux sommes données; désignons 
par x le terme du milieu et par y la raison. Les différents 
termes de la progression s’écriront 

ti — -xy.x — »/. ar . a? -f- y. a? ay, 

et l’on aura les deux équations 

5 x = a, 

5x’-j-ioy *= 6. 


Progressions géométriques. 

18o. Définition. On appelle progression géométrique une 
suite de quantités telles que le rapport de deux consécutives 
est constant. Le rapport de chaque terme au précédent se 
nomme raison. 

La progression est croissante, lorsque la raison est plus 
grande que l’unité. Ainsi la progression géométrique crois- 
sante 

H a : 9 : 18 : 54 : 162 : 486 • >458 
a pour raison 3. 

La progression est décroissante, lorsque la raison est 

IG 


v 
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plus petite que l’unité. Ainsi la progression géométrique 
décroissante 

tt i 458 : 486 : 162 : 54 : »8 : G : 2 

1 

a pour raison 

186. Théorème I. Dans une progression géométrique , 
un terme de rang quelconque égale le premier terme multi- 
plié par la raison élevée à une puissance marquée par le 
nombre de termes qui précèdent. 

Appelons a, b, c, d, les différents termes de la 

progression , r la raison. D’après la définition même de la 
progression géométrique , le second terme égale le premier 
multiplié par la raison , 

b=ar. 

\ 

Le troisième terme égale le second multiplié par la raison , 
et par conséquent le premier multiplié par la seconde puis- 
sance de la raison , 

c = 6r = arr = ar\ 

Le quatrième terme égale le troisième multiplié par la rai- 
son , et par conséquent le premier multiplié par la troisième 
puissance de la raison , 

d = cr=ar i r = ar 3 , 

et ainsi de suite. En général le terme qui occupe le n° rang, 
et qui par conséquent en a n — 1 avant lui , égale 

ar"-. 

Ainsi la progression géométrique peut être mise sous la 
forme 

tt o : ar:ar i : ar s : 

les différents termes sont égaux au premier multiplié par les 
puissances successives de la raison. 
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187. Remarque. i° Les termes d'une jyrogression géomé- 
trique croissante augmentent indéfiniment. 

Puisque la progression est croissante, sa raison r est 
plus grande que l’unité, et nous pouvons la représenter 
par i + « (* étant une quantité positive, aussi petite qu’on 
veut). Considérons d’abord la progression 

Hi:i + a;(i+ a ) ! :(i+ct)» 

formée par les puissances successives de la raison. Cher- 
chons la différence entre deux termes consécutifs quel- 
conques. De la relation 

(» + «) n+1 = (> + “)">< (» + *) = (' + *)"+«(> +•*)"> 
on déduit 

le facteur (1 + “)” dans le second membre, étant plus grand 
que l’unité , il en résulte que la différence cherchée est plus 
grande que * , excepté pour les deux premiers termes, dont 
la différence est égale à ». Ainsi les termes de la progression 
géométrique formée par les puissances successives de la 
raison, sont plus grands que les ternies correspondants de 
la progression arithmétique. 

tI.i + i. i -j- 2 a . 1 -f- 5a ..... 

Mais ces derniers augmentent indéfiniment, de manière à 
devenir plus grands que toute quantité donnée ; il en est de 
même à plus forte raison des premiers. 

Un terme quelconque d’une progression - géométrique 
croissante a pour expression a (i + »)" ; nous venons de dé- 
montrer que, lorque n croît indéfiniment, (i -f “)" augmente 
indéfiniment; le produit a (î <*)" de cette quantité par le 
premier terme a , jouit évidemment de la même propriété. 

a* Les termes d’une progression géométrique décroissante 
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tendent vers zéro , quand on prolonge indéfiniment la pro- 
gression. La raisou , étant plus petite que l’unité , peut être 


représentée par 
gression sera 


1 a 


; un ternie quelconque de la pro- 


(> + «)" 


Quand n croit indéfiniment , le dénominateur augmentant 
indéfiniment , la fraction tend vers zéro. 


188. Insérer entre deux nombres un certain nombre de 
moyens géométriques. On appelle moyens géométriques, 
insérés entre deux nombres donnés, des nombres qui for- 
ment une progression géométrique dont les nombres donnés 
sont les deux extrêmes. La question revient évidemment à 
trouver la raison de la progression. 

Soit à insérer n moyens entre les nombres a et b. En 
appelant r la raison cherchée, on a 

6 = ar"+'; 

d’où l’on tire 



Ainsi on obtient la raison de la progression en extrayant 
du quotient des deux nombres donnés une racine ayant pour 
indice le nombre de moyens à insérer plus un. 

189. Théorème II. Si, entre deux termes consécutifs d'une 
progression géométrique , on insère un même nombre de 
moyens , les progressions partielles ainsi obtenues forment 
une seule et même progression. 

En effet , puisqu’on insère le même nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs de la progression , et que le 
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quotient de ces deux termes est constant, la raison sera la 
même dans toutes les progressions partielles. Et , comme le 
dernier terme de chacune d’elles égale le premier de la sui- 
vante , ces progressions partielles se continuent de manière 
à ne former qu’une seule et même progression. 


190. Théorème III. Dans toute progression géométrique , 
Je produit de deux termes également distants des extrêmes est 
conitant et égal au produit des extrêmes. 

Soit la progression 

fî o: 6 : c :h: k: l. 


Je considère le second terme et l’avant-dernier ; le second 
terme égale le premier multiplié par la raison 

b — ar; 

l’avant-dernier égale le dernier divisé par la raison , 


On a donc 



bk = aJ. 


On a de même , en considérant les deux termes cet h. 


c=br, 



d’où l’on déduit 

ch=bk, m 

et ainsi de suite. 

Lorsque la progression contient un nombre impair de 
termes , il y*a au milieu un terme également distant des ex- 
trêmes. Le carré de ce terme égale le produit des extrêmes. 
Ainsi , dans la progression 

h a : 6 : 18 : 54 : 162 : 486 : >458 
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les termes 2 et 1 458 , 6 et 486, 18 et 16a donnent le môme 
produit 2916, qui est le carré du terme du milieu 54 . 

191 . Théorème IV. Le produit des termes d'une progres- 
sion géométrique égale la racine carrée du produit des extrêmes 
élevé à une puissance marquée par le nombre des termes. 

Soit la progression 

h a ; 6 : c : h: k: l. 

Appelons n le nombre des termes , P le produit des termes. 
Écrivons ce produit au-dessous de lui-même en ordre inverse 

P = aftc hkl, 

P = Ikh cba. 

On voit que les deux facteurs placés l’un au-dessous de l’au- 
tre sont des termes également distants des extrêmes dans 
la progression , et que par conséquent leur produit est con- 
stant et égal au produit des extrêmes al. Si donc on multi- 
plie les deux produits l’un par l’autre, le produit total se 
composera du produit des extrêmes élevé à une puissance 
marquée par le nombre des termes. On aura 

P *=(«!)"; 

d’où 

p =v/R\ 

En remplaçant l par sa valeur 
l = ar"“‘, 

on obtient cette autre formule 

»(«-<) 

P = \/a i ’'r n '- n -v=a n r * , 

qui n’exige plus l’extraction d’une racine carrée ; car l’ex- 
posant n (n — 1), produit de deux nombres entiers consé- 
cutifs , est toujours pair. 
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i 92. Théorème V. On obtient la somme des termes d'une 
progression géométrique en retranchant du premier terme le 
dernier multiplié par la raison et divisant la différence par 
l’unité moins la raison. 

Appelons s la somme cherchée , 

S = a-f-ar-f-ac* -f-ar H ~‘. 


Multiplions-la par la raison r, nous avons 
Sr = or -}- ar’ -f- ar’ + or". 

Si nous retranchons cette seconde égalité de la première , 
tous les termes se détruisent dans les seconds membres, 
excepté le premier et le dernier, et il vient 

S(i — r) — a — ar n , 

d’où l’on déduit 


ou 


On emploie cette formule telle qu’elle est si la progression 
est décroissante. Mais si la progression est croissante , les 
deux termes de la fraction étant négatifs, on changera leurs 
signes , et l’on aura 


(a) 



Exemplb : la somme des termes de la progression géomé- 
trique croissante 

ri a : 6 : 18 : 54 162 : 486 : 1458 


est, d'après la formule ( 2 ) 

i458 x 3 — 2 


S = 


3 — i 


r= 2 I 80. 
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La somme des termes de la môme progression écrite en 
ordre inverse et alors décroissante est, d’après la formule ( 1 ) , 

■ 458 — 2 x î 

S = - = 2186. 

'“5 

Remarque. On obtient aussi les formules précédentes en 
écrivant la somme cherchée sous la forme 

S = a(. + r+r ! +r“-«), 

et remarquant que la parenthèse est le quotient de î — r", 
par i — r (n° 74) , ce qui donne immédiatement - 


ati-r") 
i — r 


193. Théorème VI. La somme des termes d’une progres- 
sion géométrique décroissante à l’infini tend vers «ne limite 
égale au premier terme divisé par l’uni té moins la raison. 

Supposons que la progression géométrique décroissante 

r? a: ar:ar* : 

se prolonge indéfiniment. La somme des n premiers termes 
est donnée par la formule 

0 a — ar" a ar" 

O — “ 111— L — — — — “ ■■ • 

î — r i — r i — r 

Si l’on prend un nombre de termes de plus en plus grand , 
la somme augmente , mais en restant toujours plus petite 

que la quantité fixe — ° . Le terme ar " de la progression 

• ov n 

décroissante tendant vers zéro, la quantité tend aussi 

vers zéro ; donc la somme des termes se rapproche indé- 
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Animent de la quantité fixe - - , de manière à en différer 

d’une quantité plus petite que toute quantité donnée. En un 

mot , la somme des termes tend vers la limite — - — . 

i — r 

Applications. 1” La somme des termes de la progression 
décroissante 

; + i + § + 

dont la raison est ^ , a pour limite 


1 



•2° La somme des termes de la progression décroissante 




i + A-A + 

î t 4 8 ' 




dont la raison est , a pour limite 

a 


i 



a 


3' 


& Les fractions décimales périodiques sont des progres- 
sions géométriques décroissantes. Par exemple , la fraction 
décimale périodique simple 

o,353533 

peut s’écrire 

35 35 35 

IOO ' ÎOO* IOO* 

c'est une progression géométrique dont la raison est . 


Digitized by Google 


250 LEÇONS D’ALGÈBRE. 

La somme des termes tend vers la limite 


55 

100 35 



100 , 


Cette limite est ce qu’on appelle la valeur de la fraction dé- 
cimale périodique. 

DES LOGARITHMES. 

Définition. 

1U4. Étant données deux progressions, l’une géomé- 
trique commençant par l’unité , l’autre arithmétique com- 
mençant par zéro 

h i : a : a * : a 3 : o‘ : 

f o . b . ib . 35 . l\b 

Les termes de la progression arithmétique sont dits les 
logarithmes des termes correspondants de la progression 
géométrique. L’ensemble de ces deux progressions consti- 
tue ce qu’on appelle un système de logarithmes. 

On suppose en général que la raison a de la progression 
géométrique est plus grande que l’unité; de cette manière 
les termes de la progression géométrique augmentent indé- 
finiment, de même que les termes de la progression arith- 
métique. 

195. Nous avons défini de la sorte les logarithmes des 
nombres qui font partie de la progression géométrique ; il 
est facile d’étendre cette définition à tous les nombres. 
Concevons que l’on insère un très-grand nombre de moyens 
géométriques entre deux termes consécutifs de la progres- 
sion géométrique, on formera une nouvelle progression 
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géométrique procédant par intervalles beaucoup plus res- 
serrés. Si, par exemple, on insère mille moyens géomé- 
triques entre deux termes consécutifs , la nouvelle progres- 
sion renfermera mille nombres entre 1 et a , mille entre a 
et a* , etc. En insérant le même nombre de moyens arith- 
métiques entre deux termes consécutifs de la progression 
arithmétique , on formera une nouvelle progression arith- 
métique qui donnera exactement les logarithmes de tous les 
nombres inscrits dans la nouvelle progression géométrique, 
et approximativement les logarithmes de tous les autres 
nombres. 

Soit n — i le nombre des moyens insérés. Appelons q 
la raison de la nouvelle progression géométrique , r celle 
de la nouvelle progression arithmétique; on a 

n y— b 

q=l/a, r=-, 

et les deux nouvelles progressions s’écrivent 

fi i : q : q ' : q 3 : 

t o . r . ir . 5r 

On voit que la raison r de la nouvelle progression arith- 
métique est aussi petite qu’on veut. Je vais démontrer que 
l’excès de la raison q de la nouvelle progression géométrique 
sur l’unité peut aussi être rendue plus petite que toute quan- 
tité donnée. En effet, l’inégalité 

-fa, 

sera satisfaite , si l’on a 

«<(* + ■)’» 
on 

(« +«)*>•• 

Or, quelque petit que soit», on sait (n° 1&7) que npcut 
être pris assez grand pour que (1 -(-a)* surpasse la quantité 
donnée a. Pour cette valeur de n et pour toutes les valeurs 
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plus grandes , la raison q sera donc moindre que 1 + a. 

Soit A un nombre positif quelconque plus grand que l’u- 
nité ; si ce nombre fait partie de la nouvelle progression géo- 
métrique , le terme correspondant de la progression arith- 
métique donnera exactement son logarithme. Si ce nombre 
ne fait pas partie de la progression géométrique , il sera 
compris entre deux termes consécutifs r/" et q m+t ; or la dif- 
férence de ces deux termes 

q m+ '-q m =q m (q-i), 

étant moindre que Aa, puisque q m est plus petit que A, et 
q — i plus petit que peut être rendue plus petite que. toute 
quantité donnée; le nombre A dilférera donc de chacun des 
termes qui le comprennent aussi peu qu’on voudra. On 
prendra approximativement pour le logarithme de A celui de 
l’un d’eux, soit mr, soit (m -f- i) r; l’erreur commise sur ce 

logarithme, étant moindre que la raison r ou sera aussi 
petite qu’on voudra. 

PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES LOGARITHMES. 

196. Théorème I. Le logarithme du produit de plusieurs 
fadeurs égale la somme des logarithmes de ces fadeurs. 

Considérons les deux progressions 

H 1 :q: q q % \ 
t o .r. ar . 3r . 4r 

au moyen desquelles on définit les logarithmes. Nous re- 
marquons que les termes de la progression arithmétique 
sont les multiples successifs de la raison, et que les termes 
de la progression géométrique sont les puissances succes- 
sives de la raison. Ces progressions sont disposées de ma- 
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nière que les termes qui occupent le même rang soient 
placés l’un ou dessous de l’autre ; on voit que, dans deux 
termes correspondants q m et mr, le même nombre m sert à 
la fois d’exposant et de multiplicateur. 

Je multiplie deux termes quelonques q m et q” de la pro- 
gression géométrique , ce qui se fait en ajoutant les expo- 
sants ; le produit q m+n est aussi un terme de la progression 
géométrique. J’additionne leurs logarithmes, c’est-à-dire 
les deux termes correspondants mr et nr de la progression 
arithmétique ; la somme ( m -f n ) r est aussi un terme de 
la progression arithmétique. Or on voit que le produit q m + n 
et la somme (m -f n)r se correspondent dans les deux pro- 
gressions. Donc le logarithme du produit égale la somme 
des logarithmes des facteurs. 

En général , soient a et b deux nombres quelconques , 
on aura 

log (a x 6) = loga -f logé. 

Ce théorème s’étend évidemment à un nombre quelcon- 
que de facteurs. 


197. Théorème II. Le logarithme d’un quotient égale le 
logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur. 

Appelons c le quotient de a par b (a étant supposé plus 
grand que b). On a 

a — b x c,~ 


et d’après le théorème précédent, 


d’où 

Ainsi 


loga = log 6 + loge; 
logc = loga — logé. 
log^= loga— logé. 
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198. Théorème III. Le logarithme d'une puissance d’un 
nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par 
l’indice de la puissance. 

En effet, la puissance a m étant le produit de m facteurs 
égaux ha, on a 

a m =a x a X a X . . .. ; 

d’où 

loga m =loga-floga-l-loga + , 

loga m = mloga. 

Ainsi le logarithme du carré d’un nombre égale deux fois 
le logarithme de ce nombre , le logarithme du cube égale 
trois fois le logarithme du nombre , etc. 


199. Théorème IV. Le logarithme de la racine d’un 
nombre égale le logarithme du nombre donné par l’indice 
du radical. 

Appelons b la racine m* de a ; on a 
a = 6"; 

et, d’après le théorème précédent, 


d’où 

Ainsi 


logo = mlogft; 
logo 


log&=- 


m 


log l ° e '' 


m 


Par exemple la racine carrée ou la racine cubique d'un 
nombre a pour logarithme la moitié ou le tiers du loga- 
rithme de ce nombre. 


200. Remarque. En arithmétique, on apprend à effec- 
tuer six opérations sur les nombres : trois opérations di- 
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rectes et trois opérations inverses. Les trois opérations di- 
rectes sont l’addition , la multiplication et l’élévation aux 
puissances. Les trois opérations inverses sont la soustrac- 
tion, la division et l’extraction des racines. La soustraction 
est l'opération inverse de l’addition ; la division est l’opé- 
ration inverse de la multiplication ; l’extraction des racines 
est l’opération inverse de l’élévation aux puissances. 

11 y a ainsi trois ordres d’opérations , comprenant cha- 
cun une opération directe et une opération inverse. Les 
opérations du premier ordre , addition et soustraction , s’ef- 
fectuent fticilemeut et avec rapidité ; celles du second ordre, 
multiplication et division, sont déjà plus longues et plus dif- 
ficiles; enfin celles du troisième ordre, puissance et racine, 
deviennent très-longues et très-pénibles. Les propriétés 
des logarithmes , que nous venons de démontrer, permettent 
de remplacer les opérations du second et du troisième ordre 
par celles d’un ordre moins élevé. Ainsi la multiplication 
et la division sont ramenées à l’addition ou à la soustrac- 
tion des logarithmes ; la puissance revient à une multipli- 
cation , la racine à une division. On comprend par là toute 
l’utilité des logarithmes. 

LOGARITHMES DONT LA BASE EST 10. 

201 . Les deux progressions par lesquelles on définit les 
logarithmes dont on fait habituellement usage, et qu’on 
appelle pour cette raison logarithmes vulgaires , sont les 
suivantes 

tt i : io: ioo : 1000 : 

t o . 1 . a . 3 

Dans ce système le logarithme de 10 est i , celui de 100 est 
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a , celui de 1000 est 3 ; en général io" a pour logarithme 
le nombre entier n. 

On nomme base d’un système de logarithmes le nombre 
qui a pour logarithme l’unité. Le système des logarithmes 
vulgaires, que l’on appelle aussi logarithmes de JIriggs, a 
pour base le nombre dix , qui est la base de notre système 
de numération. 

DE LA CARACTÉRISTIQUE. CHANGEMENT QUELLE ÉPROUVE 
QUAND ON MULTIPLIE OU QUAND ON DIVISE PAR UNE 
PUISSANCE DE 10, 

202 . Les logarithmes ont été calculés en décimales ; la 
partie entière d’un logarithme s’appelle caractéristique. 11 
est aisé de voir que la caractéristique du logarithme d'un 

nombre renferme autant d’unités qu il g a de chifj'res dans 

« 

la partie entière du nombre moins un. En effet , tout nombre 
compris entre i et 10 n’a qu’un chiffre à sa partie entière; 
son logarithme étant compris entre o et i , aura o , pour 
partie entière ou pour caractéristique. Tout nombre com- 
pris entre î o et i oo a deux chiffres à sa partie entière ; son 
logarithme étant compris entre i et a , aura i pour carac- 
téristique. De môme, tout nombre compris entre i oo et î ooo 
a 3 chiffres à sa partie entière; son logarithme, étant com- 
pris entre 2 et et 3 , a 2 pour caractéristique. En général 
tout nombre compris entre 10" et 10 "+ 1 an-f- 1 chiffres à 
sa partie entière; son logarithme, étant compris entre n et 
n + 1 , a n pour caractérisque. 

203 . Le logarithme de 10" est n. Si l’on multiplie un 
nombre a par 10", on a 

lng(« X 10*) = Ing 10"= loga -j- n. 
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La partie décimale du logarithme reste la même ; il suffit 
d’ajouter n unités à la caractéristique. 

Si l’on divise un nombre a par io", on a 

log lo" = loga — *° g 1 °" = loga “ n; 

la partie décimale reste la même. 11 suffit de retrancher n 
unités de la caractérisque. 

Ainsi quand on multiplie ou quand on divise un nombre 
par 10 , 100 , îooo il suffit d’augmenter ou de dimi - 

nuer la caractéristique du logarithme d'une , deux, trois.... 
unités. 

11 en résulte que lorsque deux nombres décimaux ne dif- 
fèrent que par la place qu’occupe la virgule, leurs loga- 
rithmes ont la même partie décimale et ne diffèrent que par 
la caractéristique. Ceci est important pour la facilité des 
calculs , parce qu’on a souvent à déplacer la virgule dans 
les nombres décimaux. 

TABLES. — RÈGLE DES PARTIES PROPORTIONNELLES. 

204. Les tables de logarithmes les plus usitées en France 
sont les petites tables de Lalande et les grandes tables de 
Callet. 

Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de i à îoooo; calculées d’abord avec cinq 
décimales, elles ont été étendues depuis à sept décimales. 
Elles sont formées de trois colonnes verticales , contenant : 
la première , les nombres entiers de î à i oooo ; la seconde, 
leurs logarithmes avec sept décimales; la troisième, les 
différences qui existent entre deux logarithmes consécutifs. 
Ces différences expriment des imités du septième ordre dé- 

' A7 
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rimai. Ainsi entre log 990 et log 994 , on trouve pour diffé- 
rence 4371 , c’est-à-dire 0,0004571. 

Les tables de Callet contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de 1 à 1 08000. La première partie de la 
table , nommée première chiliade (premier mille) , contient 
les logarithmes des 1 2 00 premiers nombres avec huit dé- 
cimales. La table change ensuite de disposition , et donne 
les logarithmes des nombres de 10200 à 100000, avec 
sept décimales; à la fin, la table se prolonge de 100000 
à 1 08000, avec huit décimales. Dans la colonne verticale in- 
titulée N , on lit les dizaines des nombres ; les unités sont 
inscrites au haut de la page et en tête des dix colonnes inti- 
tulées 0, 1, 2, 8, 9. La caractéristique n’est pas indi- 

quée ; il est facile de l’ajouter d’après la règle énoncée. Dans 
la colonne voisine, on trouve les trois premiers chiffres déci- 
maux de chaque logarithme ; les quatre suivants sont in- 
scrits dans la colonne convenable. Si l’on veut, par exemple, 
le logarithme du nombre 55047 ; dans la colonne verticale 
intitulée N on descendra jusqu’au nombre 5504 ; puis, dans * 
cette ligne horizontale, on s’avancera vers la droite jusqu’à 
la colonne verticale intitulée 7, et l’on écrira 

log3564” =4>5 o2023o. 

Le nombre ayant cinq chiffres, on commencera par écrire sa 
caractéristique 4 ; les trois premiers chiffres décimaux 55a 
sont communs à un Æssez grand nombre de logarithmes; on 
trouve les quatre derniers, 02 5o, dans la colonne verticale 
intitulée 7. 

Pour effectuer des calculs par logarithmes , il faut savoir 
résoudre ces deux questions : i' J trouver le logarithme d’un 
nombre donné ; s° trouver le nombre qui correspond à un 
logarithme donné. 
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205. Trouver le logarithme d’un nombre entier. Si le 
nombre est dans la limite des tables , s’il est plus petit 
que i oooo pour les tables de Lalande , que 1 08000 pour 
celles de Callet , on trouve immédiatement dans les tables 
le logarithme demandé. 

Si le nombre surpasse la limite des tables, on l’y ramène, 
en le divisant par une puissance de 10. On demande, par 
exemple, le logarithme du nombre 556478 avec les tables 
de Lalande. Afin de rendre ce nombre pins petit que 10000, 
on le divise par 1 00, ce qui donne le nombredécimal 5564,78. 
La question revient à chercher le logarithme de ce nombre 
décimal ; car une fois ce logarithme trouvé, en ajoutant 2 à 
sa caractéristique , on aura le logarithme demandé. 

Les tables donnent le logarithme de la partie entière 5564, 
log 3564 = 3,55 1 9377. 

On trouve en regard une différence 1218, c’est-à-dire que 
si l’on augmentait le nombre 5564 d’une unité , il faudrait 
ajouter 1218 unités du septième ordre au logarithme. Les 
accroissements du logarithme ne sont pas proportionnels 
aux accroissements du nombre ; mais quand il s’agit d'ac- 
croissements plus petits que l’unité , et par conséquent très- 
petits par rapport au nombre lui-même , on peut admettre 
la proportion sans erreur sensible. On dira donc : puisque, 
pour une augmentation d’une unité dans le nombre 5564 » 
il faut ajouter 1218 au logarithme, pour une augmentation 
de 0,78 il faudra ajouter au logarithme les de 1218 
soit j ■ *{* ■ * , ou 950 unités du septième ordre, en né- 
gligeant les unités plus petites. On aura ainsi 

log 3564 = 0,5519377 

pour 0,78 950 

log 3564,78 = 3, 5520027 
log 536478 = 5,5520327. 
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Si l’on se sert des tables de Callet , il suffit, pour rame- 
ner le nombre 356478 dans les limites des tables, de le 
diviser par 10, et la question revient à considérer le nombre 
décimal 35647,8. Les tables donnent directement le loga- 
rithme de la partie entière. Quant à l’augmentation à faire 
subir au logarithme pour les 0,8 d’augmentation dans le 
nombre, on la trouve toute calculée dans les tables de Callet ; 
car dans la dernière colonne verticale à droite on voit, au- 
dessous de la différence 12a, un petit tableau indiquant les 
augmentations du logarithme qui correspondent à 1 , 2 , 
3, 9 dixièmes. Amsi 

log 35647 = 4»552023o 
pour 0,8 98 

log 556478 = 5,55ao3a8. 

Soit encore «4 calculer le logarithme du nombre 2543246. 
Si l’on se sert des tables de Lalande, on considérera le 
nombre décimal 2543,246; on trouvera dans la table le 
logarithme de la partie entière et en regard la différence 
1707 ; pour une augmentation de 0,246 dans le nombre, 
il faudra ajouter = 420. Ainsi 

log 2543 = 3,4o53464 

pour 0,246 420 

log 2545,246=3 4o53884 

log 2543246 =6,4o55884. 

Si l’on emploie les tables de Callet, on ramènera le 
nombre proposé au nombre décimal 25432,46; la table 
donne le logarithme de la partie entière ; on trouve dans 
le petit tableau des différences l’augmentation qui corres- 
pond à 0,4 ; en prenant la dixième partie de l’augmenta- 
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tion qui correspond à o,6 , on obtient celle qui correspond 
à 0,06. On a donc 

log a 543 a = 4 > 4 ° 538 o 5 


pour o ,4 68 

0,06. . . . . îo 


log a 543 a, 46 = 4 , 4 o 5388 S 
log 3540346 = 6 , 4 o 53883 . 

11 est à remarquer que, dans le calcul de l’augmentation 
du logarithme , on doit tenir compte seulement des trois 
premiers chiffres décimaux du nombre proposé ; on négli- 
gera les suivants, parce qu’ils n’ont pas d’influence sur les 
sept premiers chiffres décimaux du logarithme. On de- 
mande, par exemple, le logarithme du nombre 317563375. 
Avec les tables de Lalande, on ramène ce nombre au 
nombre décimal 3175,62.375, plus simplement au nombre 
3176,624, en négligeant les deux derniers chiffres. 

log 3 i 75 =3,5017437 
pour 0,624 ..... 853 

log 3 175,624 = 3 , 5 oi 8 ago 

Iog 3 i 756 a 4 oo= 8,5018290. 

La différence tabulaire est i5o8; un millième d'augmenta- 
tion dans le nombre ne donnant qu’une augmentation égale 
à 1 dans le logarithme, les chiffres qui suifent les mil- 
lièmes ne donnent rien dans le logarithme. 

Avec les tables de Callet , on dira 

log 3 1756 = 4 , 5 oi 8 a 58 

pour 0,2 . . k . . , 27 

o,o 3 4 

0,007 1 

log 3 i 756 ,a 37 =4,5018290 

Iog 3 i 750 a 37 o = 8,5018290. 

206. Trouver le logarithme d'un nombre décimal. On de- 
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mande le logarithme du nombre décimal 55,6478. On le 
multipliera par une puissance de 10, de manière qu’il se 
rapproche le plus possible de la limite des tables. Si l’on 
opère avec les tables de Lalande, on le multipliera par 
100, et on cherchera le logarithme du nombre 3564,78. 
Pour revenir au nombre proposé, il faut diviser par 100; 
on retranchera donc deux unités de la caractéristique du 
logarithme. Ainsi 

log3564,78=r3,55ao3a7 

log 55,6478 = 1 ,55ao3a7 . 

I 

Si l’on opère avec les tables de Gallet, on multipliera par 
1000 et on cherchera le logarithme du nombre 55647,8 ; 
puis on retranchera trois unités de la caractéristique ; 

log 35647,8 = 4>55ao3a8 

log35,64/8= ï,55ao5a8. 

* 

Trouver le logarithme d’un nombre fractionnaire. Il y 
a deux manières de procéder : ou bien on convertira le 
nombre fractionnaire en nombre décimal et on appliquera 
la règle précédente ; ou bien , mettant le nombre fraction- 
naire sous forme de fraction ordinaire, et remarquant qu’une 
fraction égale le quotient de son numérateur par son déno- 
minateur, 0» retranchera du logarithme du numérateur le 
logarithme du dénominateur. 

USAGE DES CARACTÉRISTIQUES NÉGATIVES. 

207 . Les deux progressions par lesquelles nous avons 
défini les logarithmes , nous donnent , avec une approxi- 
mation aussi grande qu’on veut, les logarithmes de tous les 
nombres plus grands que l’unité. Voici comment on peut 
définir les logarithmes des nombres plus petits que l’unité. 
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Soit , par exemple,, à multiplier un nombre a par la frac- 
tion décimale o,o5564 ; je désigne par P le produit, et je 
multiplie la fraction décimale par 1 oo, afin de la rendre plus 
grande que l’unité; j’ai 


P = a x o,o5564 = 


a X 3,564 


d’où 

et comme 


on a 


log P = log a -f- log 5,564 — 2 , 
log 3,564 = 0,5519377, 
log P = log a -f 0,5519377 — a. 

Pour abréger, on écrit simplement 

logP=loga -f 3,5519377; 

le sigue - placé au-dessus du chiffre a indique qu'il faut 
retrancher a unités. Afin que le logarithme du produit soit 
toujours égal à la somme des logarithmes des facteurs , on 
est convenu de considérer l’expression a ,55 1 9077 comme 
étant le logarithme de la fraction décimale; en d’autres 
termes on pose 

logo, o 3564 = 3,5519377; 

le nombre 2 , qui tient lieu de la partie entière du loga- 
rithme et qui doit être retranché, s’appelle une caractéris- 
tique négative. La partie déciinaie du logarithme est po- 
sitive. 

Il en est de même d’une fractiop ordinaire ; soit un 
nombre a à multiplier par la fraction * ; en multipliant cette 
fraction par 10, afin de la rendre plus grande que 1 unité, 
on a 

5 o 

3 rtX 7 

P=»X - = : 

7 10 
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d’oi’i 


IogP = loga -f- log— — i . 

7 


Mais log “ = log 5o — log 7 ; les tables donnent 


d'où 


log3o= i,477«3i25 
log 7 = 0,84509804; 

, 3o . „ 

log — =0,65302031 ; 


log P = loga -|- 0,6320303 1 — 1 = loga -f- ï,6320232 1 ; 


et l’on pose 


log - = 1,63202321. 


Règle. Pour trouver le logarithme d’une fraction , mut- 
lipliez-la par une puissance de 10 qui la rende plus grande 
que l' unité, mais plus petite que 10 , cherchez le logarithme 
du nombre fractionnaire ainsi obtenu, et affectez ce loga- 
rithme d’une caractéristique négative égale à l’indice de la 
puissance de 1 o par laquelle vous avez multiplié. 

“08. Trouver le nombre qui admet un logarithme donné. 

1 ° Trouver le nombre qui a pour logarithme 3,552o352 
avec les tables de Lalande. On regarde dans les tables quel 
est le plus grand logarithme contenu dans le logarithme 
donné; c’est 3 , 5519377 qui correspond au nombre 3564; 
le nombre cherché est donc compris entre 3564 et 3565. Le 
logarithme donné surpasse le logarithme de 3564 de 955 
unités du septième ordre : or, la différence tabulaire est 
1218 , c’est-à-dire que si l’on augmentait le logarithme de 
3564 de 1218 unités du dernier ordre, il faudrait aug- 
menter d’une unité le nombre 3564; j'appelle or l’augmen- 
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tation qu’il faut faire subir au nombre 5564, et j’établis la 
proportion entre les accroissements du nombre et ceux du 
logarithme; j'ai 


x 955 

1 iai8 


0,784. 


Le nombre cherché est 5564,784 ; mais, comme on n’est 
pas sûr du chiffre des millièmes , on négligera ce chiffre et 
on prendra 5564,78 à moins d’un centième près. 

2° Trouver le nombre qui a pour logarithme 5 , 552 o 55 ? 
avec les tables de Lalande. Je retranche 2 de la caracté- 
ristique pour ramener le logarithme dans lesjimites des 
tables, et je cherche le nombre qui a pour logarithme 
5, 5520552 ; c’est 5564,78. Pour revenir au logarithme 
donné , il faut ajouter 2 à la caractéristique, et par consé- 
quent multiplier par 100 : le nombre cherché est donc 
556478 à moins d’une unité près. 

Si l’on emploie les tables de Callet, on retranchera 1 de 
la caractéristique ; on cherchera le nombre qui a pour lo- 
garithme 4 , 552055 a , c’est 35647,85; multipliant par 10, 
on obtiendra le nombre cherché 356478,3 à moins d’un 
dixième près. 

3 ° Trouver le nombre qui a pour logarithme i, 552 o 332 
avec les tables de Lalande. On ajoutera 2 unités à la ca- 
ractéristique , et l’on cherchera le nombre qui a pour loga- 
rithme 3, 5520532 ; c’est 3564,78. Pour revenir au loga- 
rithme proposé , il faut retrancher 2 de la caractéristique , 
et par conséquent il faut diviser par 1 00 : le nombre cherché 
est donc 35,6478 avec quatre décimales exactes. 

On voit qu’il y a un grand avantage à augmenter la ca- 
ractéristique de manière à opérer dans la partie la plus 
élevée des tables; si l’on avait conservé la caractéristique 1 , 
on aurait trouvé le nombre 35,65 avec deux décimales seu- 
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lement, tandis qu’en opérant comme on l’a fait, on a 
obtenu quatre décimales. 

4 ° Trouver le nombre qui a pour logarithme 2 , 55 ao 532 . 
Je cherche le nombre qui a pour logarithme o, 552 o 332 ; 
c’est 3,56478. La caractéristique négative 2 indique qu’il 
faut diviser ce nombre par 100; le nombre demandé est 
donc b, 0356478. 

Remarques sur l'emploi des logarithmes. 

209 . Multiplication. Lorsque les facteurs sont plus 
grands que*l’ unité , on ajoute leurs logarithmes ; il n’y a là 
aucune difficulté. 

Lorsque certains facteurs sont plus petits que l’unité , 
leurs logarithmes ont des caractéristiques négatives qui 
indiquent la division par des puissances de 1 o ; on aura soin 
de retrancher ces caractéristiques négatives. 

J’applique à des exemples , en me servant des tables de 
Lalande. 

1” P = 785,6 x 65,28; 

. log 785,6 =2, 895201 5 

log 63,28=3 i,8ota665 

log P. . . =4,6964680 
log 4971 =3,69641188 

0,28. . . . 192 

P = 49712,8. 

2° P = 785,6 X 0,06328 ; 

log 785,6 =2,8952015 
log o,o63 28 = 2,80 1 u665 

log P. . . . = 1,6964680 
P = 49,71 38. 
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En ajoutant les logarithmes, on trouve 3 pour partie en- 
tière ; et, comme il faut retrancher 2 , il reste 1. 

5 “ P = 78,56 x 0,006028 ; 

log 78,06 =i, 8 r) 5 aoi 5 

logo, ooC 3 28 = 3,801 a 665 

log P. . . . = 1,6964680 

P = o, 497 ‘ a8 - 

L’addition des logarithmes donne 2 pour partie entière; 
comme il faut retrancher 5 , on obtient la caractéristique 
négative T. 

4 ° P = 0,07866 X 0,006028 ; 

log 0,07856 = 2,8952015 
log 0,006028 = 3,80 1 2665 

log P. . . . =5,6964680 
P = 0,0 op497»*8. 

L'addition des logarithmes donne 1 pour partie entière; 
comme il faut retrancher a et 3 , c'est-à-dire 5 , on a la ca- 
ractéristique négative 4 - Le nombre qui a pour logarithme 
0,6964680 est 4,97128; en divisant ce nombre par io\ on 
a le produit cherché 0,000497128. 

210 . Division. Le logarithme d’un quotient égale le lo-* 
garithme du dividende moins le logarithme du diviseur ; on 
a cherché à éviter cette soustraction et à la remplacer par 
une addition. Soit a le dividende, b le diviseur, c le quo- 
tient ; on a 


a 



d’où 

loge = log a — log 6 = loga -f (10 — log b ) — 10. 
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On a ajouté et retranché i o , ce qui ne change pas le ré- 
sultat. Cela posé, on appelle complément d’un logarithme 
l’excès de 1 o sur ce logarithme. Ainsi 1 o — logft est le com- 
plément de logé; on le désigne par la notation C' log b ; et 
l’on a 

loge = loga-f- C‘ logé — 10. 

On obtient le logarithme d'un quotient en ajoutant au lo- 
garithme du dividende le complément du logarithme du divi- 
seur, et retranchant 10 du résultat. 

Les compléments se calculent aisément. On demande , 
par exemple, le complément du logarithme de 3564 . De 
î o il faut retrancher 3,5519577. Or, 1 o unités valent 9 unités 
et 10 dixièmes, 10 dixièmes valent 9 dixièmes et 10 cen- 
tièmes , etc. ; donc le nombre 1 0 égale 9,999999 plus 
1 o unités du septième ordre. En effectuant la soustraction , 
on a le complément; 

9 > 999999 «° 

3,5519377 

6, 448 o 6 a 3 

Règle. Pour trouver le complément d’un logarithme, re- 
tranchez chacun des chiffres de 9 , excepté le dernier que 
vous retrancherez de 10. 

• Dans cette opération , on procède de gauche à droite , et 
avec un peu d’habitude on parvient à écrire immédiate- 
ment le complément en lisant le logarithme dans les tables. 

211 . Lorsque le diviseur est plus petit que l’unité, le 
complément de son logarithme est plus grand que 10. 
Par exemple, le nombre o,o 3564 a pour logarithme 

log o,o 35 G 4 = 3,5519077= — s -f- 0,5519377. 
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En retranchant de 1 o ce logarithme, on a son complément 
C‘logo,o3564 = jo -{-3 — o, 55ig377= 11,4480623. 

212 . Puissances. On sait qu’on élève un nombre à une 
puissance en multipliant son logarithme par l’indice de la 
puissance. 

1 0 Élever 5 à la io° puissance. On cherchera d’abord le 
logarithme de 5 , puis on multipliera ce logarithme par 10. 

. log 5 = 0,69897000 
log 5 10 = iolog 5 =6,9897000. 

Le nombre correspondant 9765625 est le nombre demandé. 
L’emploi de la proportion laisse quelque incertitude sur le 
dernier chiffre ; mais cette incertitude disparaît si l’on ob- 
serve qu’une puissance de 5 est nécessairement terminée 
par un 5 . 

2 0 Élever au cube la fraction décimale o, 43 a 6 . 

log 0,4326 =T,636o865 
log (0,4326) 3 = 2,9082595. 

En multipliant par 5 la partie décimale o, 636 o 865 du 
logarithme, on trouffe 1,9082595; en multipliant par 5 la 
caractéristique négative — 1 ; on a — 3 ; il faut donc retran- 
cher 3 de la partie entière du logarithme, ce qui donne 
2,9082595. Le nombre correspondant 0,08095794 est le 
nombre cherché. 

3 ' Élever la fraction ^ à la 5 * puissance, 

log 2 =o,3oio3ooo 
C* log 37 =8,43179828 

log , S T “ 2,75282828 

,u g(*f)’= 7 » 664 « 4 ' 4 o 
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En multipliant par 5 la partie décimale du logarithme , 
on trouve 5 pour partie entière. La caractéristique néga- 
tive — 2 , multipliée par 5, donne — io; en retranchant 
10 de la partie entière, on obtient la caractéristique néga- 
tive 7. Le nombre correspondant 0,0000004614676 est le 
nombre cherché. 


213. Racines. On extrait la racine d’un nombre en di- 
visant son logarithme par l’indice de la racine. 

i° Extraire la racine cubique du nombre 478928. 

log 478928 = 5,6802703 
J log 478928 = 1 ,8934234 

Le nombre correspondant 78,23902 est la racine cher- 
chée. 

2° Extraire la racine cubique de la fraction décimale 
0,054027. 

log 0,054327 = 2,7350157. 


Afin de rendre la caractéristique négative divisible par 3, 
je retranche et j’ajoute une unité, et je suppose le loga- 
rithme écrit sous la forme # 

— 3-}~ 1,7^0157, 


En divisant par 3 la partie négative , et la partie positive , 
on a 

— 1 -J- 0,5783386 ; 


donc 


log 0,054327 = 1,5783386 
La racine cherchée est 0,3787377. 


5° Extraire la racine 5 e de la fraction 0,0000098763 


log 0,0000098763 = 6,9945940. 
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Je suppose le logarithme écrit sous la forme 


— >° + 4 > 9945943 > 

afin de rendre la partie négative divisible par 5 . En divi- 
sant par 5 les deux parties, ou a 


donc 


— 2 + °>99 8 9 l8 9> 


log \/ 0,0000098763 = 2,9989189. 
La racine demandée est 0,09975107. 


214. Remarque sur les accroissements des logarithmes. 
En examinant dans les tables la colonne des différences , on 
voit ces différences aller sans cesse en diminuant. Par 
exemple les logarithmes des nombres 486 et 487 différent 
entre eux de 8927 unités du septième ordre, tandis que 
ceux des nombres 48624 et 48625 ne diffèrent plus que de 
89 unités du môme ordre. 11 est facile d’expliquer la cause 
de cette diminution. Soient a et a + 1 deux nombres en- 
tiers consécutifs, la différence de leurs logarithmes est 


log(a-(-i)— loga = log^i^- = log^i-f-^ ; 

.* - 

or, à mesure que a augmente , 1 + - diminue et tend vers 

l’unité : la différence tabulaire diminue doue et tend vers 
zéro. Si l’on prolongeait les tables indéfiniment, cette diffé- 
rence deviendrait infiniment petite. 

Je donne au nombre a un accroissement constant quel- 
conque h; l’accroissement du logarithme 

log (o-f h) — log a = log = log ( 1 + 5) 

sera d’autant plus petit que a sera plus grand. Ainsi, pour 
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un même accroissement absolu donné au nombre, l’accrois- 
sement du logarithme diminue à mesure que le nombre 
augmente. Mais si l’on donnait au nombre un même accrois- 
sement relatif (j'entends par accroissement relatif le rap- 
port de l’accroissement absolu au nombre lui-même; un 
nombre , par exemple , éprouve un accroissement relatif de 
•Ts'iï» on l’augmente de la ro l 0 - partie de sa valeur), l’ac- 
croissement du logarithme serait constant. En désignant 

par k l’accroissement relatif, k = ^ , l’accroissement du lo- 
garithme devient log( 1 4 - k) ; c’est une quantité constante si 
l’accroissement relatif reste le même. 

21 o. Dans la recherche des logarithmes des nombres, 
on a établi une proportion entre les accroissements du 
nombre et ceux du logarithme; cette proportion n’est pas 
exacte. Eu effet, si l’on donne au nombre a l’accroisse- 
ment h , le logarithme subit un certain accroissement ; si 
l’on donne au nombre a -j- h le même accroissement h , le 
logarithme subit un nouvel accroissement plus petit que le 
premier ; ainsi , quand l’accroissement du nombre devient 
double , l’accroissement du logarithme ne devient pas dou- 
ble; et réciproquement, quand l’accroissement du nombre 
devient moitié , l’accroissement du logarithme ne se réduit 
pas à moitié- L’emploi de la proportion donne donc dans le 
passage des nombres aux logarithmes des résultats trop 
• faibles, et dans le passage des logarithmes aux nombres 
des résultats trop forts. 

Mais, si l’on a soin d’employer toujours la partie la plus 
élevée des tables, l’erreur commise n’affectera pas les uni- 
tés du septième ordre décimal ; et en effet , dans les tables 
de Gallet , on voit que la même différence tabulaire existe 
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entre plusieurs couples de logarithmes consécutifs. Par 
exemple , du nombre 68095 au nombre 69744 la différence 
tabulaire est la même. Dans cet intervalle, pour une unité 
d’augmentation dans le nombre, le logarithme subit un 

accroissement constant 63 ; pour deux , trois unités 

d’augmentation dans le nombre, le logarithme subit donc 

un accroissement deux , trois fois plus grand , et par 

conséquent il y a proportion entre les accroissements du 
nombre et ceux du logarithme , du moins au degré d’ap- 
proximation des tables. 

DES INTÉRÊTS COMPOSÉS. 

216 . Ordinairement les intérêts d’un capital prêté se 
payent chaque année et constituent une rente ; mais il arrive 
quelquefois qu’on laisse les intérêts s’ajouter au capital , 
de manière que le capital s’accroisse d’année en année: 
c’est là ce qu’on appelle capitaliser les intérêts, ou placer à 
intérêts composés. 

On a appelé taux de l’intérêt ce que rapportent xoo francs 
dans un an ; mais dans le calcul des intérêts composés , il 
est plus commode de prendre pour taux l’intérêt de un franc 
en un an , intérêt que pour abréger je désigne par la lettre r. 
Ainsi placer à 5 pour 100, c’est la même chose que placer 
à o,o 5 pour 1 ; dans ce cas r = o,o 5 ; placer à 4 , 5 o pour 100, 
c’est la même chose que placer à o,o 45 pour 1 ; dans ce cas, 
r = o,o 45 . 


217 . Le capital un franc, augmenté de son intérêt, vaut 
après une année 1 + r; un capital 2460 francs vaudra * 
2460 fois plus, c’est-à-dire (1 + r) x 2460 ou 2460(1 r). 

18 
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En général , si l’on représente par a un capital quelconque , 
sa valeur au bout d’un an , par l’addition des intérêts , sera 
a(i-f-r). Ainsi on obtient la valeur d’un capital après «ne 
année en multipliant ce capital par l'unité augmentée de 
l'intérêt de un franc. 

Par exemple le capital 2460 francs placé à 5 pour 100 
vaut au bout d’un an 2460 x i,o 5 = 2583. 

Je suppose maintenant que le capital a soit placé pen- 
dant n années. Après une année ce capital devient a (1 -fr) ; 
tel est le capital dû à la fin de la première année et qui pro- 
duit intérêt pendant la seconde année. Pour savoir ce que 
devient ce capital a (1 4- r) par l’addition des intérêts de la 
seconde année, il faut le multiplier par 1 -{- r, ce qui fait 
a (1 + r) (1 -f r) ou a (1 -f r)* ; tel est le capital dû à la fin 
de la seconde année et qui produit intérêt pendant la troi- 
sième année. Pour savoir ce que devient ce capital a (1 + r)* 
par l’addition des intérêts de la troisième année, il faut le 
multiplier par 1 4- r, ce qui fait a (i + r)‘ (î-f r) ou a (i-fr)*; 
tel est le capital dû à la fin de la troisième année, et qui pro- 
duit intérêt pendant la quatrième année. Le même raison- 
nement peut être continué indéfiniment ; et comme chaque 
année nouvelle introduit un nouveau facteur 1 4- r, la va- 
leur du capital, après n années, sera a( 1 +r)\ Ainsi on 
obtient la valeur d'un capital , placé à intérêts composés , 
après un certain nombre d’années , en multipliant ce capital 
par la valeur d'un franc après un an , élevée à une puissance 
marquée par le nombre des années. 

218. Si donc l’on désigne par A la valeur du capital 
- après n années, on a la formule générale 

A=«(i + r)", 
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qui , par les logarithmes, se traduit ainsi 
log A = toga -f n log(i -j-r). 

Cette formule établit une relation entre les quatre quan- 
tités représentées par a, A, n, r, relation qui détermine 
l’une quelconque d’entre elles, quand on connaît les trois 
autres. On peut donc, à l’aide de cette relation, résoudre les 
quatre questions suivantes. 

Problème 1. Quelle est la valeur d'un capital a placé à 
intérêts composés au taux r après n années ? 

C’est la question traitée précédemment : on calculera A 
par la formule 

log A = loga -f-«log(i -f r). 

Exemple. Trouver la valeur du capital 12540 francs, 
placé à intérêts composés, à 5 pour 100, après 7 ans. 

Je suppose dans tout ce qui suit que l’on opère avec les 
tables de Callet. 

log 1 2540 = 4,0982975 

log 1,05 = 0,011893 
7 log i,o 5 = 0,1 48325i 

log A = 4,2466226 

log 17645 =4,2466217 

0,04 9 

A = 17645,04. 

Problème II. Quel est le capital qui , placé à intérêts 
composés , au taux r, acquiert après n années une valeur A? 

La formule précédente donne 

loga = logA — nlog(i-J-r). 

Exemple. Quel est le capital qui , placé à intérêts compo- 
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sés, à 4»7& pour cent , vaut 24600 francs, après 1 2 années? 


log 24600 = 4,3909351 

log 1,0475 = 0,0201540 
1 2log 1,0475 = 0,2418480 

4,1490871 

log 1 4095 = 4, » 49065 1 

0,7 220 


a = 14095,70. 

Problème III. A quel taux faut-il placer un capital a, à 
intérêts composés, pour qu’ après n années il acquière une 
valeur A? L’inconnue ici est r; de la formule fondamentale 
on déduit 

On calculera de cette manière la quantité 1 -f r ; retran- 
chant 1 du résultat , on aura r. 

Exemple: A quel taux faut-il placer le capital 14095,70 
pour qu’ après 12 années il vaille 24600 francs? 


log 24600 = 4,390935 1 

log 14095,70 = 4,1490867 

log 14095 =4,1 490651 

0,7. . . . 216 
log A — loga = 0,2418484 
log(i-j-r) =0,0201540 
log 1,0476 =0,0201540 
i-fr= 1,0475, 
r = o,o475. 


Il faut placer le capital à 4 , "5 pour 100. 

Problème IV. Pendant combien d'années faut-il placer 
un capital a, au taux r, à intérêts composés , pour qu’il ac- 
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quiire une valeur A? L'inconnue est n, et la formule fou- 

4 

damentale donne 

logA — loga 
n ~ 'log(i+r) • 

219. Remarque. La formule des intérêts composés a été 
établie dans l’hypothèse où le capital reste placé pendant 
un nombre entier d’années. Lorsque le capital reste placé 
pendant un certain nombre d’années , plus une fraction 
d’année , on cherche d’abord sa valeur après le nombre en- 
tier d’années par la formule des intérêts composés, puis on 
calcule les intérêts simples de ce nouveau capital pendant 
la fraction d’années. 

Mais il sera plus simple d’appliquer la formule logarith- 
mique 

logA = loga+nlog(i+r), 

dans laquelle on donnera à n des valeurs fractionnaires; la 
différence des résultats est négligeable. 

Exemple I. Quelle est la valeur du capital is54o francs, 
placé à intérêts composés à 5 pour î oo, après 7 ans, 8 mois ? 

Après 7 ans, le capital devient 17645,04; ce nouveau 
capital rapporte 588, 1 7 en 8 mois : donc après 7 ans 8 mois, 
le capital devient 18235,20. 

En donnant à n la valeur fractionnaire 7 + m » on trouve 
18228,40; la différence est 4>8o; c’est une quantité relati- 
vement très-petite; elle est plus petite que le de la 
grandeur cherchée. 

Exemple II. Pendant combien d’années faut-il placer un 
capital à intérêts composés à 5 pour 100, pour qu’il ac- 
quière une valeur double? 

Comme la grandeur du capital 11’a aucune influence dans 
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la question , je suppose qu’il s’agisse du capital t ooo francs. 

n __loga_ 

logi,o5’ 

loga = o,3oio3oo logo,3oio3 =1,4786098 

log 1,03 = 0,0311893 1050,021189= 2,0261105 

logn= 1,1 534993 

«=14,207. 

Après 1 4 années le capital n’est pas encore doublé ; après 
1 5 années il est plus que doublé. Après 14 années, le capi- 
tal 1000 francs devient 1979,94; si l’on cherche dans com- 
bien de jours le capital 1979,94 produira ce qui manque 
pour que le capital primitif soit doublé, c’est-à-dire 20,06 , 
on trouve 73 jours. Ainsi à 5 pouc 100, le capital est doublé 
en 14 ans 75 jours. 

Si l’on prend la valeur fractionnaire n = 14,207 donnée 
par le calcul, on trouve 14 ans, 74 jours. La différence 
n’est que d’un jour. 

Exemple III. A quel taux faut-il placer un capital de 
12000 francs à intérêts composés, pour qu’il acquière une 
valeur de 18000 francs, après 9 ans 5 mois? 

Dans la formule des intérêts composés, on donnera à n 
la valeur fractionnaire 9+77. U serait très-difficile de ré- 
soudre autrement la question. 

220 . Problème V. La population d’un État est de 4o mil- 
lions d'habitants , elle s'accroît chaque année de ^ sa 
valeur; on demande quelle sera la population de cet État 
dans un siècle. 

J’appelle P la population après un certain nombre d’an- 
nées; l’année suivante elle sera 
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Ainsi la population croit année par année, comme les termes 
d’une progression géométrique dont le premier terme est 
4 o millions et la raison £££. On demande le 101 e terme de 
la progression : en désignant par x ce terme , on a 

, /3oi\ 100 

x= 40000000 X I— J , 


log x =log 40000000 -J-(log 3 oi — log 3 oo) X 100, 


x = 55750000 . 

Problème VI. Les populations de deux États sont , l'une 
de 20 millions d’ habitants , F autre de 5 o millions ; la pre- 
mière s'accroît chaque année de ^ seconde de 
Dans combien de temps les deux populations seront- elles 
égales ? 

J’appelle n le nombre d’années cherché ; après ce nombre 
d’années, les' deux populations étant égales, on aura 



et , par les logarithmes , 

n (log 6 o 3 — log6oa) = log 3 — log a , 


log 3 — loga 
logüoô — logGoa’ 


n = 244 ans et une fraction. 
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QUESTIONS D’ANNUITÉS. 

221 . Problème VII. Une personne place chaque an nie 
une somme a pendant n années, et laisse les capitaux et les 
intérêts s’accumuler. On demande quelle sera la valeur totale 
de tous ces placements après ces n années ? 

Le premier versement , étant placé pendant n années , 
acquiert une valeur égale à a(i-j-r)"; le second, étant 
placé pendant n — i années, acquiert une valeur égale à 
a (1 -f- r)" -1 , etc.; enfin le dernier, ne restant placé que 
pendant un an, vaut a(i + r). La valeur totale après les 
n années est donc 

a(i-fr)-j-a(i-f-r)’ -f a(i-)-r)"; 

c’est la somme des termes d’une progression géométrique 
dont la raison est i + r ; cette somme égale 

v _ aji + r^'-a/i-fr) _ a(i -f r)[(i +r)"— 1] 
r r 

Il est impossible de soumettre directement cette formule 
au calcul logarithmique ; on est obligé de faire deux calculs 
séparés. En désignant par b la quantité (1 -f f)"» 0,1 calcu- 
lera d’abord b par la formule 

log 6 = nlog(i+r). 

Quand on aura trouvé la valeur de 6 , on calculera ensuite 
A par la formule 

logA = logo + log(i + r) -f- !og(fc — i)-f- C‘ logr — îo. 

Exemple; On place chaque année 1000 francs, pendant 
ao ans , à 5 pour i oo. 
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h = ( i ,o5)* , A = j ooo = 2 1 ou» x ( b- 

o,o 5 

Calcul de A. 


Calcul de b. 

log i ,o 5 = 0,021 i 8 y 3 o 
20 log i ,o 5 = 0,4237860 
b = 2,6533 


log a 1000 <=4(5222193 
log i ,6533 = 0,21 835 17 


log A = 


log3û7i9 


= 4i54o57io 
: 4>54 o 5672 


38 


o,3. . . 

A =547 19', 3ç 

.Problème VIII. ffne personne emprunte actuellement une 
somme A, cl voudrait se libérer en n années par » payements 
égaux effectués à la fin de chaque année. On demandé quel 

• i * * 

doit être le-mrintdnt de chacun des payements i 1 . 

t * | ' a * * • • J •, 

Je désïgye.çar a> le montant de chaque p&yçment et je 
suppose qu'on règle J es comptes à fin la n” année; la. 
somme due est alors A(i-(-r)”. Le premier versement, 
ayant été fait n — 1 années auparavant , vaut au moment 
«lu règlement x(i +r) n- ‘; le second versement, ayant 
été fait n — 2 Années auparavant, vaut £(1 + r)" - ’, et 
ainsi de suite; l’avant-dernier versement, ayant été fait il 
y a un an, vaut oj ( 1 -f- r) ; enfin le dernier, étant fyit au 
moment même , vaut x. La valeur totale des n payements 
annuels est donc, au moment du règlement de compte, 

T-f-xli + rj-f-xli + r)* -f x(i + r)"~ ', 


ou , en faisant la somme , 


xx 


<.+r)"-i 


Pour que la dette soit acquittée, il faut que cette valeur 
totale soit égale à la somme due : on a donç 


19 


t| 4 » ‘ * 

** ’•'*• t 
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xX Ü±!l±l=A(. + rr; 

r 

Ar(i+r) H 

X ~ (»+r)“ — > 


dette formule présente le même inconvénient que la pré- 
cédente, il est impossible de la soumettre directement au 
calcul logarithmique. On calculera d’abord b = (i + r)*; 
puis jr par la formule 

^ • tog,ç = log-A 4- lp£r -f- )ogf> + (V l»g(/> a) 10. . 


. W • 4 I 

- . . • .1 ».» 

* ‘ # . * . 


m • 


FIN. 


PARIS. — IMPRl1l£ par f.. THIMOT ET C r , 
Rq« Rarin* . W 
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